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0.1 Введение
Предлагаемая монография развивает операторный метод для задач тео-
рии функций, математической физики неоднородных структур.

Операторы преобразования просто выражаются через интегральные
преобразования. Метод интегральных преобразований математически эк-
вивалентен методу собственных функций, но он обладает рядом суще-
ственных преимуществ. К этим преимуществам следует отнести стан-
дартную технику вычислений, возможность представления решения в
различных видах. Это особенно важно в приложениях, когда необходи-
мо получать решения в удобном для расчета виде как для малых, так
и для больших значений независимого переменного. Наконец, при нали-
чии большого количества таблиц прямых и обратных для данного вида
преобразований техника вычислений намного упрощается и ускоряется.

На современном этапе в связи с широким применением композици-
онных материалов возникла острая потребность в решении достаточно
широкого класса задач математической физики неоднородных структур.
Последнее обстоятельство требует с одной стороны усовершенствования
и модифицирования существующего математического аппарата, а с дру-
гой стороны создания новых методов. В частности, возникла необходи-
мость в построении таких интегральных преобразований, которые да-
вали бы возможность алгебраизации дифференциальных уравнений с
кусочно-непрерывными коэффициентами.

Впервые такие интегральные преобразования появились в математи-
ческой литературе в 70-х годах XX столетия в работах Уфлянда Я.С. [33]
и его учеников и были названы впоследствии гибридными. В этих рабо-
тах получены интегральные преобразования Фурье-Фурье на полубеско-
нечном и конечном промежутках, гибридные интегральные преобразо-
вания Бесселя-Фурье и Фурье-Бесселя на полярной оси. В серии работ
конца 80-х годов М.П.Ленюка [20]-[21] теория гибридных интегральных
преобразований была существенно продвинута: были сняты ограничения
на количество точек сопряжения; вместо условий идеального контак-
та рассматривались произвольные условия сопряжения; указана логиче-
ская схема применения интегральных преобразований к задачам мате-
матической физики. Метод скалярных интегральных преобразований не
может быть применен в случае задач математической физики, описывае-
мых связными системами дифференциальных уравнений в частных про-
изводных. В предлагаемой монографии теория гибридных интегральных
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преобразований перенесена на матричный случай. В результате откры-
лась возможность решать векторные задачи математической физики.

Матричные интегральные преобразования мы получаем как предел
в смысле теории распределений δ- образных последовательностей, в ка-
честве которых используются фундаментальные решения соответствую-
щей задачи Коши. Проиллюстрируем сказанное примером: получим пря-
мое и обратное матричные интегральные преобразования Фурье на дей-
ствительной оси методом δ- образных последовательностей. Рассмотрим
задачу Коши для классического уравнения теплопроводности

∂ V

∂ t
− A2 ∂

2V

∂ x2
= 0, V |t=0 = g (x) , (0.1)

где - действительная матрица размера σ × σ, у которой все собствен-
ные числа положительны, V = V (t, x)- вектор-функция размера σ×1.
Если предположить, что вектор-функция V (t,x) является оригиналом
по Лапласу, то в изображениях задаче (0.1) соответствует задача о кон-
струкции ограниченного на R решения системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений:

∂2V ∗
∂ x2 − A−2pV ∗ (p, x) = −ḡ (x) , ḡ (x) = A−2g (x) ;

V ∗ (p, x) =
∞∫
0

V (t, x) e−ptdt.
(0.2)

Непосредственно проверяется, что искомым решением системы уравне-
ний (0.2) является функция

V ∗ (p, x) =
A

2
√
p

∞∫
−∞

e−A
−1√p|x−ξ| ḡ (ξ) dξ, Re

√
p > 0. (0.3)

Возвращаясь в (0.3) к оригиналу, получаем решение задачи Коши (0.1):

V (t, x) =

∞∫
−∞

⎛
⎝A−1

2π

∞∫
−∞

e−λ
2teiλ·A

−1(x−ξ)dλ

⎞
⎠ g (ξ) dξ. (0.4)

Из интегрального представления (0.4) следует, что матрично-значная
функция

G (t, x− ξ) =
A−1

2π

∞∫
−∞

e−λ
2teiλA

−1·(x−ξ)dλ
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является δ- образной последовательностью по t в смысле теории распре-
делений, т.е.

lim
t→0

G (t, x− ξ) = δ (x− ξ)E =
A−1

2π

∞∫
−∞

eiλA
−1xe−iλA

−1ξdλ, (0.5)

где Е - единичная матрица размера σ × σ.
Для вектор- функции g(x) определенной, кусочно-непрерывной на R,

абсолютно интегрируемой и имеющей ограниченное изменение на R, как
вытекает из интегрального представления δ- функции (0.5), справедлива
формула интегрального представления:

g (x) =
A−1

2π

∞∫
−∞

eiA
−1λxdλ

∞∫
−∞

e−iA
−1λξg (ξ) dξ. (0.6)

Получаем окончательно, что интегральная формула (0.6) порождает пря-
мое F и обратное F−1 матричные интегральные преобразования Фурье:

F [g] (λ) =

∞∫
−∞

e−iA
−1·λξg (ξ) dξ ≡ ĝ (λ) ,

F−1 [ĝ] (x) =
A−1

2π

∞∫
−∞

eiA
−1λxĝ (λ) dλ.

Операторный метод открывает возможность решения задачи для кусочно-
однородной среды сведением к соответствующей задаче для однородной
среды. В итоге решение получается в форме удобной для изучения. Ме-
тод операторов преобразования позволяет в ряде случаев уточнить ре-
зультаты, полученные методом интегральных преобразований или ме-
тодом теории потенциалов. Решение, найденное с помощью операторов
преобразования, имеет форму, удобную для изучения асимптотических
свойств; существенно упрощается вычислительный алгоритм; определя-
ется поведение решения вблизи границы. В настоящей работе метод опе-
раторов преобразования применяется в теории интегральных представ-
лений аналитических функций одного и нескольких переменных. Как
известно (см., например, [13]), одним из мощных средств исследования в
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теории голоморфных функций являются интегральные представления.
В этом разделе 21 в случае класса ограниченных выпуклых полных дво-
якокруговых областей приведено интегральное представление Баврина ,
выражающее значения голоморфной функции в области из этого класса
через значения линейного дифференциального оператора

L
1,z

(0)
1 ,z

(0)
2

[f (z1, z2)] = f (z1, z2)+
(
z1 − z

(0)
1

)
f
′
z1
(z1, z2)+

(
z2 − z

(0)
2

)
f
′
z2
(z1, z2)

((z(0)1 , z
(0)
2 )—фиксированная по произволу точка из указанной области)

на ее границе. Из интегральной формулы Баврина, в частности, вытека-
ют известные интегральные представления Темлякова I, II и III рода
([30]-[31]). Здесь же г.21 указано распространение интегральной формулы
Баврина на случай n комплексных переменных, из которого, в частности,
следует интегральное представление Опиаля и Ситяка[43].

Важная часть работы посвящена теоретическому обосновыванию ло-
гической схемы применения операторов преобразования J для решения
краевых задач. Оператором преобразования [5] называют оператор J ,
переводящий один оператор A1 в другой оператор A2 . Мы изучаем слу-
чай A1 = A2 = Δ , т.е. рассматриваем два уравнения Лапласа, с раз-
личными граничными операторами G1 и G2 . Метод операторов преоб-
разования позволяет выразить решение краевой или смешанной краевой
задачи через решение модельной краевой задачи, в роли которой высту-
пает задача Дирихле для уравнения Лапласа в полупространстве или в
шаре.

Ниже мы приводим решения ряда классических задач и некоторых
новых краевых задач методом операторов преобразования. Метод опе-
раторов преобразования позволяет в ряде случаев уточнить результаты,
полученные методом интегральных преобразований или методом теории
потенциалов. Решение, найденное с помощью операторов преобразова-
ния, имеет форму, удобную для изучения асимптотических свойств; су-
щественно упрощается вычислительный алгоритм; определяется поведе-
ние решения вблизи границы. Основную идею метода применения опе-
раторов преобразования проиллюстрируем на примере краевых задач
для уравнения Лапласа в кусочно-однородном полупространстве. Пря-
мой J : f̂ → f и обратный J−1 : f → f̂ операторы преобразования
определим равенствами:
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f (x) =

∞∫
0

u (x, λ,G2)

∞∫
0

u∗ (ξ, λ,G1) f̂ (ξ) dξ dρ2 (λ) ,

f̂ (x) =

∞∫
0

u (x, λ,G1)

∞∫
0

u∗ (ξ, λ,G2) f (ξ) dξ dρ1 (λ) ,

соответственно, здесь u (x, λ,Gi) - собственная функция краевой за-
дачи Штурма-Лиувилля с граничными условиями Gi , u∗ (ξ, λ,Gi) - соб-
ственная функция сопряженной краевой задачи с сопряженными гра-
ничными условиями, ρi (λ) - спектральная функция. Оператор преобра-
зования J обладает свойствами:

J
d2

dx2
=

d2

dx2
J,

J G1|x=0 = G2|x=0 .

Если граничные условия G1 "проще"граничных условий G2 , то от-
крывается возможность решения задачи математической физики со слож-
ными граничными условиями сведением ее к классической задаче. Пре-
имущества метода операторов преобразования:

1) Простой вычислительный алгоритм.
2) Возможность обращения к стандартной библиотеке алгоритмов

(при вычислении значений f̂ имеем задачу вычисления интеграла Пуас-
сона для полупространства или для шара).

3) Быстрая сходимость ряда, задающего решение краевой задачи,
независимо от того, где лежит точка: на границе области или внутри
нее.

4) Простая оценка погрешности: если функция û принадлежит ани-
зотропному пространству Соболева Hα,β

2 , (см. [11]), то в ряде, представ-
ляющем функцию u , для остатка rp (x, y) имеем оценку:

‖rp‖ ≤ ‖û‖ ·
∣∣∣∣1− k

1 + k

∣∣∣∣
p+1

.
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Часть I

Матричные интегральные
преобразования со

спектральным параметром в
граничных условиях и в
условиях сопряжения



Глава 1

Матричные интегральные
преобразования Фурье для
(n + 1)− слойного пространства

1.1 Смешанная краевая задача для операто-
ра Фурье в Rn

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве

D+ = (0,∞)× In, In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , , lj < lj+1

}

решения сепаратной матричной системы (n+ 1) уравнений параболиче-
ского типа(

A−2j

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
Uj (t, x) = 0, (t, x) ∈ D+, j = 1, n+ 1 (1.1)

где

Aj =

⎛
⎝ aj11 · · · aj1r
· · · · · · · · ·
ajr1 · · · ajrr

⎞
⎠−

положительно определенная матрица [28],
по начальным условиям

Uj (t, x) |t=0 = gj (x) , x ∈ In (1.2)
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по краевым условиям

U1|x=−∞ = 0 , Un+1|x=∞ = 0 (1.3)

и условиям сопряжения[(
αk
m1 + γkm1

∂
∂t

)
∂
∂x

+
(
βk
m1 + δkm1

∂
∂t

)]
Uk =

=
[(
αk
m2 + γkm2

∂
∂t

)
∂
∂x

+
(
βk
m2 + δkm2

∂
∂t

)]
Uk+1,

(1.4)

x = lk, k = 1, n; m = 1, 2,

здесь Uj(t, x) - неизвестная вектор- функция, gj(x) - заданная вектор-
функция, αk

mi, β
k
mi, γ

k
mi, δ

k
mi - матрицы размера r × r.

В образах Лапласа получаем задачу о конструкции ограниченного
на множестве In решения сепаратной матричной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

d2U∗j
dx2

− q2jU
∗
j = −ḡj (x) , (1.5)

q2j = A−2j p, ḡj (x) = A−2j gj (x) , j = 1, n+ 1

по краевым условиям

U∗n+1

∣∣
x=∞ = 0 , U∗1 |x=−∞ = 0 (1.6)

и условиям контакта в точках стыка[(
αk
m1 + γkm1p

) d

dx
+

(
βk
m1 + δkm1p

)]
U∗k =

=

[(
αk
m2 + γkm2p

) d

dx
+

(
βk
m2 + δkm2p

)]
U∗k+1+

+

(
γkm1

d

dx
fk (x) + δkm1 fk (x)

)
−

(
γkm2

d

dx
fk+1 (x) + δkm2 fk+1 (x)

)
, (1.7)

x = lk, k = 1, n; i = 1, 2.

Примем обозначения

Mki =

(
βk
1i + δk1ip αk

1i + γk1ip
βk
2i + δk2ip αk

2i + γk2ip

)
,
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Nki =

(
βk
1i αk

1i

βk
2i αk

2i

)
, Tki =

(
δk1i γk1i
δk2i γk2i

)
, k = 1, n; i = 1, 2.

Матричнозначную функцию ϕ1 определим равенством:

ϕ1 (x, p) = eA
−1
1 (x−l1)√p;

другие матричнозначные функции ϕk, k = 2, n+ 1 определяются после-
довательно по индукции с помощью условия:[(

αk
m2 + γkm2p

) d

dx
+

(
βk
m2 + δkm2p

)]
ϕk+1 =

=

[(
αk
m1 + γkm1p

) d

dx
+

(
βk
m1 + δkm1p

)]
ϕk, x = lk, k = 1, n . (1.8)

Считая известной матрицу ϕk, для матрицы ϕk+1 получим выражение

ϕk+1 =
(
chA−1k+1 (x− lk)

√
p

Ak+1shA
−1
k+1(x−lk)

√
p√

p

)
M−1

k2 Mk1

(
ϕk (lk)

ϕ
/
k (lk)

)
.

Аналогично, матричнозначная функция ψn+1 определяется условием
ψn+1 (x, p) = e−A

−1
n+1(x−lk)

√
p, другие матричнозначные функции

ψn,ψn−1,...,ψ1 определяются последовательно по индукции с помощью
условия: [(

αk
m1 + γkm1p

) d

dx
+

(
βk
m1 + δkm1p

)]
ψk =

=

[(
αk
m2 + γkm2p

) d

dx
+

(
βk
m2 + δkm2p

)]
ψk+1, (1.9)

x = lk, k = 1, n; m = 1, 2.

Считая известной матрицу ψk+1, для матрицы ψk получим выражение

ψk =
(
chA−1k (x− lk)

√
p

AkshA
−1
k (x−lk)√p√

p

)
M−1

k1 Mk2

(
ψk+1 (lk)

ψ
/
k+1 (lk)

)
.

Далее, матрицы Ωk-размера 2r × 2r определены соотношениями:

Ωk (ξ,
√
p) =

(
ϕk

(
ξ,
√
p
)

ψk

(
ξ,
√
p
)

ϕ
/
k

(
ξ,
√
p
)

ψ
/
k

(
ξ,
√
p
) )

, k = 1, n+ 1.
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Лемма 1.1 Определители det Ωk, k = 1, n+ 1 не зависят от пере-
менной x. Если матрицы Nki, Tki, k = 1, n; i = 1, 2 - положительно
определенные, т.е.

ω∗Nkiω > 0, ω∗Tkiω > 0, ω ∈ Rn
∗ , k = 1, n; i = 1, 2

и, если det Mki ≡ Cki 	= 0, то выполнено условие неограниченной разре-
шимости задачи:

для p = σ + iτ c Rep = σ ≥ σ0, Jmp = τ ∈ (−∞,∞),

det Ωk 	= 0, k = 1, n+ 1. (1.10)

Лемма 1.2 .Ограниченное на множестве In решение сепаратной си-
стемы (1.5)-(1.7) имеет вид

U∗j (p, x) =

=
n∑

m=0

lm+1∫
lm

H∗
j,m+1 (p, x, ξ) f̄m+1 (ξ) dξ + ϕj (EO)

n+1∑
m=j

Pm − ψj (OE)

j−1∑
m=0

Pm,

(1.11)
Pm = Ω−1m M−1

m1·

·

⎛
⎝

(
γm11f

/
m (lm) + δm11fm (lm)

)
−

(
γm12f

/
m+1 (lm) + δm12fm+1 (lm)

)
(
γm21f

/
m (lm) + δm21fm (lm)

)
−

(
γm22f

/
m+1 (lm) + δm22fm+1 (lm)

)
⎞
⎠ ,

m, j = 1, n; P0 = 0, Pn+1 = 0,

здесь через H∗
j,s обозначены образы матричнозначных функций влияния

Hj,s:
при k < s

H∗
k,s = ϕk (x, p) (EO) Ω

−1
s (ξ, p)

(
O
E

)
, lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k > s

H∗
k,s = −ψk (x, p) (OE) Ω

−1
s (ξ, p)

(
O
E

)
, lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

12



при k = s

H∗
k,k =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk (x, p) (EO) Ω
−1
k (ξ, p)

(
O
E

)
, lk−1 < x < ξ < lk,

−ψk (x, p) (OE) Ω
−1
k (ξ, p)

(
O
E

)
, lk−1 < ξ < x < lk.

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся в выполне-
нии каждого из условий (1.5)- (1.7). Приступим к определению функций
влияния H∗

j,s.Конструкция образов Лапласа функций влияния H∗
j,s тако-

ва, что их особыми точками являются точки ветвления p = 0 и p =∞.
В силу леммы Жордана и теоремы Коши [29] находим, что

Hks (t, x, ξ) = −
1

πi

∞∫
0

ϕk (x, λ) (EO) Ω
−1
s (ξ, λ)

(
O
E

)
e−λ

2tλdλ, (1.12)

k, s = 1, n+ 1.

Возвращаясь в формулах (1.11) к оригиналам, получим решение задачи
(1.1)-(1.4) в виде:

Uk (t, x) = −
1

πi

∞∫
−∞

⎛
⎝ n∑

m=0

lm+1∫
lm

ϕk (x, λ)ϕ
∗
m+1 (ξ, λ) fm+1 (ξ) dξ+

+
n∑

m=1

ϕk (x, λ) (EO) Ω
−1
m (lm, λ)M

−1
m1 (λ) · (1.13)

·

⎛
⎝

(
γm11f

/
m (lm) + δm11fm (lm)

)
−

(
γm12f

/
m+1 (lm) + δm12fm+1 (lm)

)
(
γm21f

/
m (lm) + δm21fm (lm)

)
−

(
γm22f

/
m+1 (lm) + δm22fm+1 (lm)

)
⎞
⎠
⎞
⎠ e−λ

2tλdλ,

где

ϕ∗m (ξ, λ) = (EO) Ω−1m (ξ, λ)

(
O
E

)
A−2m , m = 1, n+ 1.
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1.2 Прямая и двойственная задачи Штурма-
Лиувилля для оператора Фурье в In

Рассмотрим краевую задачу Штурма-Лиувилля(
d2

dx2
+ A−2m λ2

)
ym (x, λ) = 0, m = 1, n+ 1, (1.14)

[(
αk
m1 − λ2γkm1

) d

dx
+

(
βk
m1 − λ2δkm1

)]
yk =

=

[(
αk
m2 − λ2γkm2

) d

dx
+

(
βk
m2 − λ2δkm2

)]
yk+1,

x = lk, ‖ y1‖ |x=−∞ <∞, ‖ yn+1‖ |x=∞ <∞,

ym (x, λ) =

⎛
⎜⎝

y1m (x, λ)
...
yrm (x, λ)

⎞
⎟⎠ , ‖ym‖ =

√
y21m + ...+ y2rm,m = 1, n+ 1.

Пусть при некотором λ, рассматриваемая краевая задача имеет нетри-
виальное решение

y (x, λ) =
n+1∑
k=2

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) + θ (l1 − x) y1 (x, λ) (x, λ).

В этом случае число λ называется собственным значением, а соответ-
ствующее решение y (x, λ) - собственной вектор- функцией.

Теорема 1.1 . Спектр задачи (1.14) непрерывен и заполняет всю ось
(−∞,∞). Задача Штурма- Лиувилля r раз вырождена, т.е. каждому
собственному значению λ соответствует ровно r линейно независи-

мых собственных вектор- функций yj (x, λ) =

⎛
⎜⎝

ϕ1j (x, λ)
...
ϕrj (x, λ)

⎞
⎟⎠,j = 1, r.

Рассмотрим двойственную краевую задачу Штурма-Лиувилля

y∗m (ξ, λ)

(
d2

dx2
+ A−2m λ2

)
= 0, m = 1, n+ 1,
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(
y∗k,−

d

dξ
y∗k

)(
βk
11 − δk11λ

2 αk
11 − γk11λ

2

βk
12 − δk12λ

2 αk
12 − γk12λ

2

)−1
= (1.15)

=

(
y∗k+1,−

d

dξ
y∗k+1

)(
βk
21 − δk21λ

2 αk
21 − γk21λ

2

βk
22 − δk22λ

2 αk
22 − γk22λ

2

)−1
, ξ = lk,

k = 1, n+ 1, ‖ y∗1 ‖ |ξ=−∞ <∞,
∥∥ y∗n+1

∥∥ ∣∣
ξ=∞ <∞.

Решение рассматриваемой краевой задачи будем записывать в виде

y∗ (ξ, λ) =
n+1∑
k=2

θ (ξ − lk−1) θ (lk − ξ) y∗k (ξ, λ) + θ (l1 − ξ) y∗1 (ξ, λ),

y∗m (ξ, λ) =
(
y∗m1 (ξ, λ) · · · y∗mr (ξ, λ)

)
,

‖y∗m‖ =
√

(y∗1m)
2 + ...+ (y∗rm)

2,m = 1, n+ 1.

Теорема 1.2 . Спектр задачи (1.15) непрерывен и заполняет всю ось
(−∞,∞). Задача Штурма-Лиувилля r раз вырождена, т.е. каждому
собственному значению λ соответствует ровно r линейно независимых
собственных строк- функций
y∗j (ξ, λ) =

(
ϕ∗j1 (ξ, λ) · · · ϕ∗jr (ξ, λ)

)
,j = 1, r.

1.3 Теоремы разложения по собственным функ-
циям оператора Фурье в In

В силу начальных условий из (1.13) получаем интегральное представле-
ние:

fj (x) = −
1

πi

∞∫
−∞

ϕj (x, λ)

⎛
⎝ n∑

k=0

lk+1∫
lk

ϕ∗k+1 (ξ, λ) fk+1 (ξ) dξ+

+
n∑

k=1

(E 0)Ω−1k1 (lk, λ)M
−1
k1 (λ)·

·

⎛
⎝

(
γk11f

/
k (lk) + δk11fk (lk)

)
−

(
γk12f

/
k+1 (lk) + δk12fk+1 (lk)

)
(
γk21f

/
k (lk) + δk21fk (lk)

)
−

(
γk22f

/
k+1 (lk) + δk22fk+1 (lk)

)
⎞
⎠
⎞
⎠λdλ,

(1.16)
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j = 1, n+ 1.

Интегральное представление (1.16) приводит к интегральному представ-
лению меры Дирака [65]

δ (x− ξ)E = − 1

πi

∞∫
−∞

λϕ (x, λ)

(
ϕ∗ (ξ, λ) +

n∑
k=1

(EO) Ω−1k1 (lk, λ)M
−1
k1 (λ)·

(1.17)

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
δ+ (ξ − lk)

δ
/
+ (ξ − lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
δ− (ξ − lk)

δ
/
− (ξ − lk)

)})
λdλ,

где

ϕ∗ (ξ, λ) =
n+1∑
k=2

θ (ξ − lk−1) θ (lk − ξ) ϕ∗k (ξ, λ) + θ (l1 − ξ) ϕ∗1 (ξ, λ).

Справедливы утверждения.

Теорема 1.3 . Если вектор- функция f(x) определена, кусочно- непре-
рывна, абсолютно суммируема и имеет ограниченную вариацию на In,
то для каждого x ∈ In справедливо интегральное представление

1

2
[f (x− 0) + f (x+ 0)] = − 1

πi

∞∫
−∞

λϕ (x, λ)f̂ (λ) dλ, (1.18)

где

f̂ (λ) =

∞∫
−∞

ϕ∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ +
n∑

k=1

(EO) Ω−1k1 (lk, λ)M
−1
k1 (λ)·

·

⎛
⎝
⎛
⎝

(
γk11f

/
k (lk) + δk11fk (lk)

)
(
γk21f

/
k (lk) + δk21fk (lk)

)
⎞
⎠−

⎛
⎝

(
γk12f

/
k+1 (lk) + δk12fk+1 (lk)

)
(
γk22f

/
k+1 (lk) + δk22fk+1 (lk)

)
⎞
⎠
⎞
⎠ .

Теорема разложения в терминах спектральной функции формулируется
следующим образом.
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Теорема 1.4 .Если вектор-функция f̂ = f̂ (λ) определена, кусочно- непре-
рывна, абсолютно суммируемая и имеет ограниченную вариацию
на (-∞,∞), то для x ∈ (−∞,∞) справедливо интегральное представ-
ление:

1

2

[
f̂ (λ− 0) + f̂ (λ+ 0)

]
= − 1

πi

⎛
⎝ +∞∫
−∞

ϕ∗ (x, λ) f (x) dx+
n∑

k=1

(EO) Ω−1k1 (lk, λ) ·

·M−1
k1 (λ) ·

⎛
⎝
⎛
⎝

(
γk11f

/
k (lk) + δk11fk (lk)

)
(
γk21f

/
k (lk) + δk21fk (lk)

)
⎞
⎠−

−

⎛
⎝

(
γk12f

/
k+1 (lk) + δk12fk+1 (lk)

)
(
γk22f

/
k+1 (lk) + δk22fk+1 (lk)

)
⎞
⎠
⎞
⎠
⎞
⎠ dλ,

где

f (x) =

+∞∫
−∞

ϕ (x, β) f̂ (β) βdβ.

Доказательство. Введем пару матричнозначных решений задачиШтурма-
Лиувилля (1.14):

(c, s) =
n+1∑
m=2

θ (x− lm) θ (lm+1 − x) (cm, sm) + θ (l1 − x) (c1, s1) ,

удовлетворяющих начальным условиям(
c1 (l1) s1 (l1)

c
/
1 (l1) s

/
1 (l1)

)
=

(
E E
iλE −iλE

)
.

Матрицы m1 (λ) и m2 (λ) определим из условий:

c1 +m1 (λ) s1 = ϕ1; cn+1 +m2 (λ) sn+1 = ψn+1.

Выберем два числа N1 >ln и N2 <l1 (N2 <0). Изучим выражение

l1∫
N2

ϕ∗1 (x, λ) ϕ1 (x, β) dx+
n−1∑
m=1

lm+1∫
lm

ϕ∗m+1 (x, λ) ϕm+1 (x, β) dx+
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+

N1∫
ln

ϕ∗n+1 (x, λ) ϕn+1 (x, β) dx.

Непосредственным вычислением правой части с использованием свойств
матричнозначных функций ϕk и ϕ∗k найдем:

ϕ∗k (x, λ) ϕk (x, β) =
1

λ2 − β2

d

dx

[
ϕ∗k (x, λ) ·

dϕk (x, β)

dx
− dϕ∗k (x, λ)

dx
ϕk (x, β)

]
;

тогда выполнено равенство

N1∫
N2

ϕ∗ (x, λ) ϕ (x, β) dx =

= − 1

λ2 − β2

[
ϕ∗1 (N2, λ)

dϕ1 (N2, β)

dx
− dϕ∗1 (N2, λ)

dx
ϕ1 (N2, β)

]
+

+
1

λ2 − β2

[
ϕ∗n+1 (N1, λ)

dϕn+1 (N1, β)

dx
−dϕ

∗
n+1 (N1, λ)

dx
ϕn+1 (N1, β)

]
.

(1.20)
Все остальные слагаемые исчезли вследствие условий сопряжения из
(1.14). Изучим оба слагаемых в формуле (1.20).

Непосредственным вычислением для первого слагаемого в формуле
(1.20) найдем

ϕ∗1 (N2, λ)
dϕ1 (N2, β)

dx
− dϕ∗1 (N2, λ)

dx
ϕ1 (N2, β) =

= (E 0) Ω−11 (λ)

(
ϕ1 (N2, β)

ϕ
/
1 (N2, β)

)
.

Функции c, s определены таким образом, что

ϕ∗1
dϕ1

dx
− dϕ∗1

dx
ϕ1 =

(
E 0

) (
E E
m1 (λ) m2 (λ)

)−1
Ω̂−11 (x, λ) ·

·Ω̂1 (x, β)

(
E E
m1 (β) m2 (β)

) (
E
0

)
, (1.21)
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где

Ω̂j =

(
cj sj
c
/
j s

/
j

)
, j = 1, n+ 1.

Заметим, что условие (1.10) позволяет утверждать, что

det

(
E E
m1 (λ) m2 (λ)

)
	= 0, λ ∈ (−∞,∞) .

Непосредственным вычислением установим тождество:

Ω̂−11 (N2, λ) Ω̂1 (N2, β) =

= − A1

2iλ

(
0 −iA−11 (λ− β) e−iA

−1
1 (λ+β)N2

−iA−11 (λ− β) eiA
−1
1 (λ−β)N2 0

)
−

− A1

2iλ

(
−iA−11 (λ+ β) e−iA

−1
1 (λ−β)N2 0

0 −iA−11 (λ+ β) eiA
−1
1 (λ−β)N2

)
.

(1.22)
На основании леммы Римана [60], слагаемое в формуле (1.20) соответ-
ствующее первому слагаемому в формуле (1.22) имеет пределом при
N2 → ∞ число нуль . Изучим слагаемое в формуле (1.20) отвечающее
второму слагаемому в (1.22). Прежде преобразуем это слагаемое:⎛

⎝ e−iA−1
1 (λ−β)N2

λ−β 0

0 eiA
−1
1 (λ−β)N2

λ−β

⎞
⎠ =

=

(
cos A−1

1 (λ−β)N2−E
λ−β 0

0
cos A−1

1 (λ−β)N2−E
λ−β

)
+

+

( −i sin A−1
1 (λ−β)N2

λ−β 0

0
i sin A−1

1 (λ−β)N2

λ−β

)
+

(
E O
O E

)
(λ− β)

. (1.23)

Совершенно аналогично разложим второе слагаемое в формуле (1.20) на
три слагаемых. В итоге правая часть формулы (1.20) представлена как
сумма шести слагаемых.
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Так как функция f̂ = f̂ (λ) непрерывная, абсолютно интегрируемая
на (-∞,∞), то леммы Римана и Дирихле [60] позволяет сделать вывод о
том, что вклад первого и четвертого слагаемых равен нулю.

Далее вклад в величину предела второго и пятого слагаемых в фор-
муле (1.20) равен f̂ (β) , β ∈ (−∞,∞) .Для того, чтобы подсчитать ве-
личину вклада в предел третьего и шестого слагаемых, воспользуемся
равенством [29]:

lim
N→∞

d∫
c

1− cos A−1 (λ− β)N

λ− β
f̂ (λ) dλ = v.p.

d∫
c

f̂ (λ)

λ− β
dλ ≡ Tf̂ (β) , β ∈ [c, d] .

Заключаем, что общий вклад указанных слагаемых в величину предела
в (1.20) равен:

−1

2
Tf̂ (β) +

1

2

(
E E
m1 (β) m2 (β)

)−1 (
E E
m1 (β) m2 (β)

)
Tf̂ (β) = 0.

Теорема доказана.

1.4 Основное тождество интегрального пре-
образования
оператора Фурье в In

Интегральное представление меры Дирака (1.17) порождает прямое Fn и
обратное F−1n преобразования типа Фурье на декартовой оси с n- точками
деления по правилам:

Fn [f ] (λ) ≡ f̂ (λ) =

∞∫
−∞

ϕ∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ +
n∑

m=1

(EO) Ω−1m (lm, λ)M
−1
m1 (λ)·

·

⎛
⎝

(
γm11f

/
m (lm) + δm11fm (lm)

)
−

(
γm12f

/
m+1 (lk) + δm12fm+1 (lk)

)
(
γm21f

/
m (lm) + δm21fm (lm)

)
−

(
γm22f

/
m+1 (lk) + δm22fm+1 (lk)

)
⎞
⎠ , (1.24)

F−1n

[
f̂
]
(x) ≡ f (x) = − 1

πi

∞∫
−∞

λϕ (x, λ) f̂ (λ) dλ. (1.25)
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Приведем основное тождество интегрального преобразования дифферен-
циального оператора

B =
n∑

k=1

A2
k θ (x− lk−1) θ (lk − x)

d2

dx2
+ θ (x− ln) A

2
n+1

d2

dx2
,

где
θ (x− l0) ≡ 1.

Теорема 1.5 .Для трижды непрерывно- дифференцируемой на множе-
стве In вектор- функции

f (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x) ,

удовлетворяющей условиям на бесконечности

lim
x→−∞

(
ϕ∗1

d

dx
f1 (x)−

d

dx
ϕ∗1f1 (x)

)
= 0,

lim
x→+∞

(
ϕ∗n+1

d

dx
fn+1 (x)−

d

dx
ϕ∗n+1fn+1 (x)

)
= 0,

справедливо тождество:

Fn [B (f)] = −λ2 f̂ (λ)− (E0)
n∑

m=1

Ω−1m (lm, λ) M
−1
m1 (λ)·

·
{ [(

βm
21 αm

21

βm
22 αm

22

) (
fm+1 (lm)

f
/
m+1 (lm)

)
−

(
γm21 δm21
γm22 δm22

) (
A2

m+1f
//
m+1 (lm)

A2
m+1f

///
m+1 (lm)

)]
−

−
[(

βm
11 αm

11

βm
12 αm

12

) (
fm (lm)

f
/
m (lm)

)
−

(
γm11 δm11
γm12 δm12

) (
A2

mf
//
m (lm)

A2
mf

///
m (lm)

)]}
.

(1.26)
здесь

B (f) =
n∑

k=2

θ (x− lk−1) θ (lk − x)A2
k

d2

dx2
fk +

+ θ (l1 − x)A2
1

d2

dx2
f1 + θ (x− ln) A

2
n+1

d2

dx2
fn+1.
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Доказательство. Рассмотрим следующую задачу Коши:(
A−2j

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
uj (t, x) = 0, (t, x) ∈ D+, j = 1, n+ 1

uj (t, x) |t=0 = Bj(fj) (x) , x ∈ In
u1|x=−∞ = 0 , un+1|x=∞ = 0[(

αk
m1 + γkm1

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
βk
m1 + δkm1

∂

∂t

)]
uk =

=

[(
αk
m2 + γkm2

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
βk
m2 + δkm2

∂

∂t

)]
uk+1.

Предположим для простоты, что вектор- функции

f (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x) ,

удовлетворяет условиям сопряжения вида[(
αk
m1 + γkm1A

2
j

d2

dx2

)
d

dx
+

(
βk
m1 + δkm1A

2
j

d2

dx2

)]
fk =

=

[(
αk
m2 + γkm2A

2
j

d2

dx2

)
d

dx
+

(
βk
m2 + δkm2A

2
j

d2

dx2

)]
fk+1.

Учитывая, что вектор-функция B(u) служит решением задачи Коши с
начальными условиями

B (u) |t=0 = B (f) ,

из интегрального тождества (1.16) имеем:

B (u) = F−1n

(
e−λ

2t Fn (B (f))
)
. (1.27)

С другой стороны, в виду интегрального тождества (1.16), дифференци-
рованием последнего по t получим равенство:

∂

∂t
u = F−1n

(
e−λ

2t
(
−λ2

)
Fn (f)

)
.

Замечая, что ∂
∂t
(u) = B (u) найдем

B (u) = F−1n

(
e−λ

2t
(
−λ2

)
Fn (f)

)
.

Сравнивая правые части обоих полученных равенств, в виду однозначно-
сти преобразования Фурье Fn , заключаем, что доказываемое тождество
справедливо.
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Глава 2

Матричные интегральные
преобразования Фурье для
(n + 1)-слойного
полупространства

2.1 Прямая и двойственная задачи Штурма-
Лиувилля для оператора Фурье в I+n

Рассмотрим прямую задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограни-
ченного на множестве

I+n =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, ln+1 =∞, lj < lj+1, j = 1, ..., n

}

нетривиального решения сепаратной матричной системы линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-
ми (

d2

dx2
+ q2m

)
ym = 0, q2m = A−2m · λ2, m = 1, n+ 1 (2.1)

по краевым условиям((
α0
11 + λ2δ011

) d

dx
+

(
β0
11 + λ2γ011

))
y1

∣∣∣∣
x=l0

= 0, ‖yn+1‖ |x=∞ < ∞

(2.2)
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и условиям контакта в точках сопряжения интервалов((
αk
j1 + λ2δkj1

) d

dx
+

(
βk
j1 + λ2γkj1

))
yk =

=

((
αk
j2 + λ2δkj2

) d

dx
+

(
βk
j2 + λ2γkj2

))
yk+1 (2.3)

x = lk, k = 1, n, j = 1, 2,

где

ym (x, λ) =

⎛
⎜⎝

y1m (x, λ)
...
yrm (x, λ)

⎞
⎟⎠ ,

‖ym‖ =
√
y21m + ...+ y2rm,m = 1, n+ 1.

Пусть при некотором λ, рассматриваемая краевая задача имеет нетри-
виальное решение

y (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) + θ (x− ln) yn+1 (x, λ).

В этом случае число λ называется собственным значением, а соответ-
ствующее решение y (x, λ) - собственной вектор- функцией.

Здесь

α0
11, β

0
11, γ

0
11, δ

0
11, α

k
j1, β

k
j1, γ

k
j1, δ

k
j1, α

k
j2, β

k
j2, γ

k
j2, δ

k
j2, Uj, Aj−

(j = 1, 2; m = 1, n+ 1; k = 1, n)

матрицы размера r×r ; для матриц

Mmk ≡
(
βk
1m + λ2γk1m αk

1m + λ2δk1m
βk
2m + λ2γk2m αk

2m + λ2δk2m

)
, m = 1, 2; k = 1, n

потребуем их невырожденность, т.е.

det Mmk ≡ Cmk (λ) 	= 0, λ ∈ [0,∞) . (2.4)

Матрицы Am, m = 1, n+ 1 - положительно-определенные. Обозначим

ϕn+1 (x) = eqn+1x·i; ψn+1 (x) = e−qn+1x·i; qn+1 = A−1n+1λ.
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Индукционными соотношениями определим остальные n пар матрич-
нозначных функций (ϕk, ψk) , k = 1, n :[(

αk
j1 + λ2δkj1

) d

dx
+

(
βk
j1 + λ2γkj1

)]
(ϕk, ψk) =

=

[(
αk
j2 + λ2δkj2

) d

dx
+

(
βk
j2 + λ2γkj2

)]
(ϕk+1, ψk+1) , (2.5)

k = 1, n, j = 1, 2.

Введем также обозначения

0
ϕ
1
(λ) =

[(
α0
11 + λ2δ011

) d

dx
+

(
β0
11 + λ2γ011

)]
ϕ1 (x, λ)

∣∣∣∣
x=l0

,

0

ψ
1
(λ) =

[(
α0
11 + λ2δ011

) d

dx
+

(
β0
11 + λ2γ011

)]
ψ1 (x, λ)

∣∣∣∣
x=l0

,

Ωk =

(
ϕk ψk

ϕ
/
k ψ

/
k

)
, i = 1, n+ 1.

Лемма 2.1 .Для всех k = 1, n+ 1 выполнены тождества:

(
Ω−1k (x, λ)

)/
=

(
O E
−q2k E

)
Ωk,

(
Ω−1k (x, λ)

)//
= −Ω−1k λ2A−2k .

Доказательство. Достаточно применить известную формулу [28](
Ω−1k

)/
= −Ω−1k Ω

/
kΩ

−1
k ,и воспользоваться непосредственно проверяемым

тождеством:

(Ωk)
/ =

(
O E
−q2k E

)
Ωk.

Лемма 2.2 Если справедливо неравенство

det

(
β0
11 + λ2γ011 α0

11 + λ2δ011
O E

)
	= 0,

то для всех значений спектрального параметра λ ∈[0,∞) выполнены
условия неограниченной разрешимости задачи

det
0
ϕ
1
(λ) 	= 0, det

0

ψ
1
(λ) 	= 0.
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Доказательство. Учитывая, что матрицы
0
ϕ
1
и

0

ψ
1
одновременно вырож-

денны или не вырожденны, из элементарного тождества⎛
⎝ 0

ϕ
1

0

ψ
1

ϕ
/
1 ψ

/
1

⎞
⎠ =

(
β0
11 + λ2γ011 α0

11 + λ2δ011
0 E

) (
ϕ1 ψ1

ϕ
/
1 ψ

/
1

)

следует невырожденность матриц
0
ϕ
1
,
0

ψ
1
.

Теорема 2.1 .Спектр задачи (2.1)-(2.3) непрерывен и заполняет всю
полуось (0,∞). Задача Штурма-Лиувилля r раз вырождена, т.е. каж-
дому собственному значению λ соответствует ровно r линейно неза-
висимых собственных вектор - функций, в качестве последних можно
взять r столбцов матричнозначной функции

u (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) uk (x, λ) + θ (x− ln) un+1 (x, λ), (2.6)

uj (x, λ) = ϕj (x, λ)
0

ϕ−11 (λ)− ψj (x, λ)
0

ψ−11 (λ) ,

т.е.

ym (x, λ) =

⎛
⎜⎝

u1m (x, λ)
...
urm (x, λ)

⎞
⎟⎠ .

Двойственная задача Штурма- Лиувилля, к задаче (2.1)-(2.3), состоит
в нахождении нетривиального решения сепаратной матричной системы
линейных обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными
коэффициентами

d2

dx2
y∗m + y∗mq

2
m = 0, m = 1, n+ 1, (2.7)

по краевым условиям(
d

dx
y∗1

(
β0
11 + λ2γ011

)−1
+ y∗1

(
α0
11 + λ2δ011

)−1) ∣∣∣∣
x=l0

= 0,
∥∥y∗n+1

∥∥ < ∞,

(2.8)
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и условиям контакта в точках сопряжения интервалов:(
− d

dx
y∗k, y

∗
k

)(
βk
11 + λ2γk11 αk

11 + λ2δk11
βk
21 + λ2γk21 αk

21 + λ2δk21

)−1
=

=

(
− d

dx
y∗k+1, y

∗
k+1

)(
βk
12 + λ2γk12 αk

12 + λ2δk12
βk
22 + λ2γk22 αk

22 + λ2δk22

)−1
, x = lk, k = 1, n.

(2.9)
Решение рассматриваемой краевой задачи будем записывать в виде

y∗ (ξ, λ) =
n∑

k=2

θ (ξ − lk−1) θ (lk − ξ) y∗k (ξ, λ) +θ (ξ − ln) y
∗
n+1 (ξ, λ) ,

y∗m (ξ, λ) =
(
y∗m1 (ξ, λ) · · · y∗mr (ξ, λ)

)
,

‖y∗m‖ =
√

(y∗1m)
2 + ...+ (y∗rm)

2,m = 1, n+ 1.

Теорема 2.2 .Спектр задачи (2.7)-(2.9) непрерывен и заполняет всю
полуось (0,∞). Задача Штурма-Лиувилля r раз вырождена, т.е. каж-
дому собственному значению λ соответствует ровно r линейно неза-
висимых собственных строк- функций, в качестве последних можно
взять r строк матричнозначной функции

u∗ (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u∗k (x, λ) + θ (x− ln) u
∗
n+1 (x, λ),

u∗j (x, β) =
(

0
ϕ
1
(β) ,

0

ψ
1
(β)

)
Ω−1j (x, β)

(
O
E

)
A−2j ,

т.е.

y∗j (ξ, λ) =
(
u∗j1 (ξ, λ) · · · u∗jr (ξ, λ)

)
, j = 1, r.

Наличие интегральной функции u(x, λ) и сопряженной спектраль-
ной функции u∗(x, β) позволяет написать на множестве I+n интегральное
представление меры Дирака

δ (x− ξ)E = − 1

πi

∞∫
0

λu (x, λ)
(
u∗ (ξ, λ) +

(
γ011δ+ (ξ − l0)+ (2.10)
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+ δ011δ
/
+ (ξ − l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ)M

−1
k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
δ+ (ξ − lk)

δ
/
+ (ξ − lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
δ− (ξ − lk)

δ
/
− (ξ − lk)

)})
dλ,

где

δ+ (x) =
dS+ (x)

dx
, δ− (x) =

dS− (x)
dx

,

S+ (x) , S− (x)−асимметрические единичные функции, Е- единичная
матрица.

2.2 Теоремы разложения по собственным
функциям оператора Фурье в I+n

Теорема 2.3 .Пусть вектор-функция f(x) определена на I+n , кусочно-
непрерывная, абсолютно интегрируемая и имеет ограниченную вариа-
цию. Тогда для каждого x ∈ I+n справедлива формула разложения

1

2
(f (x− 0) + f (x+ 0)) = − 1

πi

∞∫
0

u (x, λ)

⎛
⎝ ∞∫

l0

u∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ+

+
(
γ011f1 (l0) + δ011f

/
1 (l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)})
λdλ. (2.11)

Доказательство. Образуем векторнозначную функцию

uj (p, x) =
n∑

m=0

lm+1∫
lm

H∗
j,m+1 (p, x, ξ)

(
0
E

)
A−2m+1 fm+1 (ξ) dξ+

+H∗
j,1 (p, x, l0)

(
0
E

)(
β0
11 + pγ011

)−1
R0 +

n∑
m=1

H ∗
j,m (p, x, lm)Rm, (2.12)
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где приняты обозначения

Rs = M−1
s1

(
gs1
gs2

)
, s = 1, n, R0 = δ011 f

/
1 (l0) + γ011 f1 (l0) ,

gsm = δsm1 f
/
s (ls) + γsm1 fs (ls)−

(
δsm2 f

/
s+1 (ls) + γsm2 fs+1 (ls)

)
,

H∗
j,s − образы Лапласа матричнозначных функций влияния, для ко-

торых справедливы формулы:
при k < s

H∗
k,s = ϕk (x) (EO) Ω

−1
s (ξ) − ψk (x)

0

ψ−11

0
ϕ
1
(EO) Ω−1s (ξ) ,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k > s

H∗
k,s = ψk (x)

{
−

0

ψ−11

0
ϕ
1
(E0) Ω−1s (ξ) − (0E) Ω−1s (ξ)

}
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕk (x) (EO) Ω
−1
k (ξ) − ψk (x)

0

ψ−11

0

ϕ−11 (EO) Ω−1k (ξ) ,
lk−1 < x < ξ < lk,

ψk (x)

{
−

0

ψ−11

0
ϕ
1
(EO) Ω−1k (ξ) − (OE) Ω−1k (ξ)

}
,

lk−1 < ξ < x < lk, k = 1, n+ 1.

Функции u∗j (p, x) определены корректно в силу условий неограниченной
разрешимости задачи.

Запишем формулу обращения для преобразования Лапласа:

uj (t, x) = lim
N→∞

σ0+iN∫
σ0−iN

ept

(
n∑

m=0

lm+1∫
lm

H∗
j,m+1 (p, x, ξ)

(
0
E

)
A−2m+1 fm+1 (ξ) dξ+

+H∗
j,1 (p, x, l0)

(
0
E

)
(β0

11 + pγ011)
−1
R0 +

n∑
m=1

H ∗
j,m (p, x, lm)Rm

)
,

(2.13)
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где σ0 - абсцисса сходимости интеграла Лапласа, а N - достаточно боль-
шое число.

Заменим контур интегрирования {p : p = σ0 + it, −N ≤ t ≤ N} на
полудугу CN радиуса R2 = N2 + σ2

0 с центром в начале координат. По-
лучим асимптотику для функций влияния H∗

j,m+1 на дуге CN :
а) случай j = m+1.
Из условий сопряжения (2.3) для матричнозначных функций ϕm+1,

ψm+1, Ωm+1 имеем асимптотику с известными функциями am+1, bm+1, вид
которых нам не потребуется:

ϕm+1 (x, qm+1) ∼ eqm+1xam+1 (
√
p) ,

ϕ
/
m+1 (x, qm+1) ∼ qm+1e

qm+1xam+1 (
√
p) ,

Ω−1m+1 (x, qm+1) ∼ 1

2

(
a−1m+1 0
0 b−1m+1

) (
e−qm+1x q−1m+1e

−qm+1x

eqm+1x −q−1m+1e
qm+1x

)
;

при этом в плоскости С с разрезом вдоль отрицательной полуоси выпол-
нены условия

det am+1 (
√
p) 	= 0, det bm+1 (

√
p) 	= 0.

Таким образом, для изображения функции влияния H∗
m+1,m+1 получим

асимптотику:

H∗
m+1,m+1 (p, x, ξ) ∼

{
1
2
eqm+1x am+1 a

−1
m+1 q

−1
m+1 e

−qm+1ξ, lm < x < ξ < lm+1,
1
2
e−qm+1x bm+1 b

−1
m+1 q

−1
m+1 e

qm+1ξ, lm < ξ < x < lm+1

=

{
1
2
eqm+1(x−ξ) · q−1m+1, lm < x < ξ < lm+1,

1
2
e−qm+1(x−ξ) · q−1m+1, lm < ξ < x < lm+1

≡ H̃m+1,m+1 (p, x, ξ) .

Тогда найдем:

lim
N→∞

1

2πi

σ0+iN∫
σ0−iN

ept ·H∗
m+1,m+1 (p, x, ξ) dp = lim

N→∞
1

2πi

∫
CN

ept H∗
m+1,m+1 (p, x, ξ) dp

= lim
N→∞

1

2πi

∫
CN

ept H̃m+1,m+1 (p, x, ξ) dp =
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= lim
N→∞

1

2πi

σ0+iN∫
σ0−iN

ept H̃m+1,m+1 (p, x, ξ) dp. (2.14)

Применив лемму Дирихле [65], теорему Коши [29] и формулу разло-
жения для классического преобразования Фурье [60], для интеграла в
правой части формулы (2.14) будем иметь:

1

4πi

∞∫
0

e−λ
2t i2λdλ

lm+1∫
lm

eA
−1
m+1 xλiAm+1

λ
e−A

−1
m+1 ξλiA−2m+1 fm+1 (ξ) dξ =

=
1

4πi

∞∫
0

e−λ
2t i2dλ

∞∫
−∞

eA
−1
m+1 xλie−A

−1
m+1 ξλiA−1m+1 f̃m+1 (ξ) dξ,

где

f̃m+1 (ξ) =

{
fm+1 (ξ) , ξ ∈ [lm, lm+1]
0, ξ /∈ [lm, lm+1] .

Считая, для сокращения записей, все собственные числа матрицы Am+1

простыми, по формуле Фурье для всего пространства R [60] находим, что
для вектор- функции f(ξ), удовлетворяющей условию теоремы справед-
ливо представление

lim
t→0

1

2π

∞∫
−∞

e−λ
2t dλ

∞∫
−∞

eA
−1
m+1 xλie−A

−1
m+1 ξλiA−1m+1 f̂m+1 (ξ) dξ =

= f̃m+1 (x) = fm+1 (x) , x ∈ (lm, lm+1) , m = 0, n.

Внеинтегральные члены в представлении (2.13) имеют своим пределом
нуль. Таким образом,

lim
t→0

1

2πi

σ0+i∞∫
σ0−i∞

lm+1∫
lm

eptH∗
m+1,m+1 (p, x, ξ) dpA

−2
m+1 fm+1 (ξ) dξ = fm+1 (x).

lm < x < lm+1

Абсолютная сходимость интегралов
lm+1∫
lm

fm+1 (ξ) dξ приm = 0, n гаранти-

рует равномерную сходимость внутреннего интеграла в формуле (2.14),
что в свою очередь позволяет перенести предел под знак интеграла.
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Докажем, что все остальные интегралы в формуле (2.13) имеют пре-
делом 0. Для этого воспользуемся описанным выше методом. Для изоб-
ражений функций влияния при 1 ≤ j < m+ 1 имеем асимптотику:

H∗
j,m+1 (p, x, ξ) ∼ 1

2
eqj(x−lj)q−1j e−qj(ξ−lm) ≡ H̃j,m+1;

lj−1 < x < lj, lm < ξ < lm+1.

Аналогично, при j > m+ 1:

H∗
j,m+1 (p, x, ξ) ∼ 1

2
e−qj(x−lj)q−1j eqm+1(ξ−lm) ≡ H̃j,m+1;

lj−1 < x < lj, lm < ξ < lm+1.

В случае j < m+ 1 имеем:

lim
N→∞

1

2πi

σ0+iN∫
σ0−iN

eptH∗
j,m+1 (p, x, ξ) dp = lim

N→∞
1

2πi

σ0+iN∫
σ0−iN

ept H̃j,m+1 (p, x, ξ) dp.

По лемме Дирихле и теореме Коши [29] для соответствующего слагаемо-
го в правой части формулы (2.13) получим:

1

4πi

∞∫
0

e−λ
2ti

2

λ
λdλ

∞∫
−∞

eA
−1
j (x−lj) λiAje

−A−1
m+1(ξ−lm) λiA−2m+1 f̂m+1 (ξ) dξ.

Для сокращения письма считаем все собственные числа матриц Aj, Am+1

простыми. Применим формулы Фурье для всего пространства [60] к эле-
менту

ea
−1
k,j(x−lj) λie−a

−1
i,m+1(ξ−lm) λif̂q (ξ) ,

матрицы
eA

−1
j (x−lj) λiAje

−A−1
m+1(ξ−lm) λiA−2m+1 f̂m+1 (ξ) ,

где ak,j − k-е собственное число матрицы Aj,
ai,m+1 − i-е собственное число матрицы Am+1;
f̂q (ξ) , q − компонента вектора f̂ (ξ) , k = 1, r, i = 1, r, q = 1, r.

В силу определения функции f̂q (ξ) ,имеем:

lim
t→0

1

2πi

∞∫
0

e−λ
2tdλ

∞∫
−∞

ea
−1
k,j(x−lj) λe−a

−1
i,m+1(ξ−lm) λif̂q (ξ) dξ = 0,
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x ∈ (lj−1, lj) , j = 1,m+ 1 .

Последнее равенство позволяет заключить, что для x ∈ (lj−1, lj) ,
ξ ∈ (lm, lm+1) соответствующий предел в представлении (2.13) равен ну-
лю:

lim
t→0

1

2πi

σ0+i∞∫
σ0−i∞

lm+1∫
lm

eptH∗
j,m+1 (p, x, ξ) dpA

−2
m+1 fm+1 (ξ) dξ = 0 .

Равномерная сходимость внутреннего интеграла гарантирована в виду

абсолютной сходимости
lm+1∫
lm

fm+1 (ξ) dξ при m = 1, n.

Таким образом, в формуле (2.13) можно перейти к пределу под зна-
ком интеграла. Вновь применив лемму Дирихле [65], теорему Коши [29]
делаем вывод о равенстве:

f (x) = − 1

πi

∞∫
0

u (x, λ)

⎛
⎝ ∞∫

l0

u∗ (ξ, λ) · f (ξ) dξ+

+
(
γ011f1 (l0) + δ011f

/
1 (l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)})
λdλ.

Теорема доказана.
Приведем формулировку теоремы разложения в терминах спектраль-

ной функции.

Теорема 2.4 .Пусть вектор- функция f̂ = f̂ (λ) определена на множе-
стве [0,∞), кусочно- непрерывная, абсолютно интегрируемая и имеет
ограниченную вариацию на [0,∞). Тогда для λ ∈ [0,∞) справедливо ин-
тегральное представление:

1

2

[
f̂ (β − 0) + f̂ (β + 0)

]
= − 1

πi

⎛
⎝ lim

N→∞

N∫
l0

u∗ (x, β) f (x) dx+
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+
(
γ011f1 (l0) + δ011f

/
1 (l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(β) ,

0

ψ
1
(β)

)
Ω−1k (lk, β) M

−1
k1 (β) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)})
, (2.15)

f (x) =

∞∫
0

u (x, λ)f̂ (λ)λdλ (2.16)

Доказательство. Из леммы 2.1 следуют два тождества:

1

λ2 − β2
·
{
u∗1 (l0, λ)

d

dx
u1 (l0, β)−

d

dx
u∗1 (l0, λ)u1 (l0, β)

}
=

= γ011u1 (l0, β) + δ011u
/
1 (l0, β) ,

u∗k (x, λ)
d
dx
uk (x, β)− d

dx
u∗k (x, λ) uk (x, β) =

=

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (x, λ)

(
uk (x, β)

u
/
k (x, β)

)
. (2.17)

Таким образом, получаем равенство:

N∫
l0

u∗udx+
(
γ011u1 (l0, β) + δ011u

/
1 (l0, β)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ1,

0

ψ1

)
Ω−1k (λ) M−1

k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
uk+1 (lk, β)

u
/
k+1 (lk, β)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
uk (lk, β)

u
/
k (lk, β)

)}
=

=
1

λ2 − β2

(
0
ϕ1,

0

ψ1

)
Ω−1n+1 (N, λ)

(
un+1 (N, β)

u
/
n+1 (N, β)

)
=

=
1

λ2 − β2

(
0
ϕ1,

0

ψ1

)
Ω−1n+1 (N, λ) Ωn+1 (N, β)

⎛
⎜⎝

0
ϕ
1
(β)−1

−
0

ψ
1
(β)−1

⎞
⎟⎠ . (2.18)
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Для произвольных положительных чисел c, d и произвольной ограни-
ченной суммируемой на [c, d] вектор- функции f̂ = f̂(λ) найдем значение
выражения

1

πi
lim

N→∞

d∫
c

λ

⎛
⎝ N∫

l0

u∗ (x, λ) u (x, β) dx+
(
γ011u1 (l0, β) + δ011u

/
1 (l0, β)

)
+

+
n∑

k=1

(
0
ϕ1,

0

ψ1

)
Ω−1k (λ) M−1

k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
uk+1 (β)

u
/
k+1 (β)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
uk (β)

u
/
k (β)

)})
f̂ (λ) dλ.

Если вектор- функция f̂ (λ) непрерывна, ограниченной вариации, абсо-
лютно интегрируема на [c, d], то ввиду (2.18) вычисляемый предел будет
равен: {

f̂ (β) , β ∈ [c, d] ,
0, β /∈ [c, d] .

Если же вектор- функция f̂ = f̂(λ) обладает указанными выше свой-
ствами на всей полуоси [0,∞), то:

1

2

[
f̂ (β − 0) + f̂ (β + 0)

]
= − 1

πi

⎛
⎝ lim

N→∞

N∫
l0

u∗ (x, β)f (x) dx+

+
(
γ011f1 (l0) + δ011f

/
1 (l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(β) ,

0

ψ
1
(β)

)
Ω−1k (lk, β) M

−1
k1 (β) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)})
. (2.19)

Доказательство теоремы завершено.
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2.3 Прямое Fn+ и обратное F−1n+ матричные
интегральные преобразования Фурье на
действительной полуоси с n точками со-
пряжения

Установленные теоремы разложения позволяют ввести прямое Fn+ и об-
ратное F−1n+ матричные интегральные преобразования Фурье на действи-
тельной полуоси с n точками сопряжения:

Fn+ [f ] (λ) =

∞∫
l0

u∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ +
(
γ011f1 (l0) + δ011f

/
1 (l0)

)
+

+
n∑

k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
{(

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)}
≡ f̂ (λ) ,

(2.20)

F−1n+

[
f̂
]
(x) = − 1

πi

∞∫
0

λu (x, λ) f̂ (λ) dλ ≡ f (x) , (2.21)

где

f (x) =
n∑

k=1

θ (lk − x) θ (x− lk−1) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x).

2.4 Основное тождество интегрального пре-
образования
оператора Фурье в I+n

Теорема 2.5 .Если вектор- функция

f (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x),
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трижды непрерывно дифференцируемая на множестве I+n , обладающая
вместе со своими производными до третьего порядка включительно
предельными значениями

f
(m)
k (lk−1) = lim

x→lk−1+0
f
(m)
k (x) , m = 0, 1, 2, 3; k = 1, n+ 1

удовлетворяет краевому условию на бесконечности

lim
x→∞

(
u∗ (x, λ)

d

dx
f (x)− d

dx
u∗ (x, λ) f (x)

)
= 0

то имеет место основное тождество интегрального преобразования
дифференциального оператора B:

Fn+ [B (f)] (λ) = −λ2f̂ (λ)−
{(
β0
11f1 (l0) + α0

11f
/
1 (l0)

)
−

−
(
γ011A

2
1f

//
1 (l0) + δ011A

2
1f

///
1 (l0)

)}
−

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
,
0

ψ
1

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
{((

βk
21 αk

21

βk
22 αk

22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk21 δk21
γk22 δk22

)(
A2

k+1f
//
k+1 (lk)

A2
k+1f

///
k+1 (lk)

))
−

−
((

βk
11 αk

11

βk
12 αk

12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
A2

kf
//
k (lk)

A2
kf

///
k (lk)

))}
.

(2.22)
где

B =
n∑

j=1

A2
jθ (x− lj−1) θ (lj − x)

d2

dx2
+ θ (x− ln)

d2

dx2
A2

n+1.

Доказательство. Для Fn+ [B (f)] (λ) имеем:

Fn+ [B (f)] (λ) =

∞∫
l0

u∗ (ξ, λ)A2f // (ξ) dξ+

+
(
γ011A

2
1f

//
1 (l0) + δ011A

2
1f

///
1 (l0)

)
−

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·
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·
{(

γk11 δk11
γk12 δk12

) (
A2

kf
//
k (lk)

A2
kf

///
k (lk)

)
−

(
γk21 δk21
γk22 δk22

) (
A2

k+1f
//
k+1 (lk)

A2
k+1f

///
k+1 (lk)

)}
.

Вычисляя почленным интегрированием выражение в правой части, для
Fn+ [B (f)] (λ) будем иметь:

Fn+ [B (f)] (λ) = −λ2
∞∫

l0

u∗ (ξ, λ) f (λ) dλ−

−
[(
β0
11 + γ011λ

2
)
f1 (l0) +

(
α0
11 + δ011λ

2
)
f
/
1 (l0)

]
+

+
n∑

k=1

(
0
ϕ
1
,
0

ψ
1

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
(
Mk1

(
fk (lk)

f
/
k (lk)

)
−Mk2

(
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

))
+

+
(
γ011A

2
1f

//
1 (l0) + δ011A

2
1f

///
1 (l0) +

+
n∑

k=1

(
0
ϕ
1
(λ) ,

0

ψ
1
(λ)

)
Ω−1k (lk, λ)M

−1
k1 ·

·
{(

γk11 δk11
γk12 δk12

) (
A2

kf
//
k (lk)

A2
kf

///
k (lk)

)
−

(
γk21 δk21
γk22 δk22

) (
A2

k+1f
//
k+1 (lk)

A2
k+1f

///
k+1 (lk)

)}
=

= −λ2Fn+ (f) (λ)−
{(
β0
11 + γ011λ

2
)
f1 (l0) +

(
α0
11 + δ011λ

2
)
f
/
1 (l0)

}
−

−
n∑

k=1

(
0
ϕ
1
,
0

ψ
1

)
Ω−1k (lk, λ) M

−1
k1 (λ) ·

·
{((

βk
21 αk

21

βk
22 αk

22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
γk21 δk21
γk22 δk22

) (
A2

k+1f
//
k+1 (lk)

A2
k+1f

///
k+1 (lk)

)
−

−
((

βk
11 αk

11

βk
12 αk

12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
A2

kf
//
k (lk)

A2
kf

///
k (lk)

))}
.

Теорема доказана.
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Глава 3

Матричные интегральные
преобразования Фурье для
(n + 1)-слойного сегмента

3.1 Смешанная задача Штурма- Лиувилля
для оператора Фурье в In

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного в области

D+ = (0,∞)× In, In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, ln+1 = l <∞
}

решения сепаратной матричной системы классических уравнений тепло-
проводности (

A−2j

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
uj = 0, (t, x) ∈ D+

j , (3.1)

j = 1, n+ 1, D+
j = (0,∞)× In,

по начальным условиям

uj (t, x) |t=0 = fj (x) , x ∈ In, j = 1, n+ 1, (3.2)

по краевым условиям((
α0
11 + δ011

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
β0
11 + γ011

∂

∂t

))
u1

∣∣∣∣
x=l0

= 0,
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((
αn+1
22 + δn+1

22

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
βn+1
22 + γn+1

22

∂

∂t

))
un+1

∣∣∣∣
x=l

= 0, (3.3)

и по условиям сопряжения((
αk
m1 + δkm1

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
βk
m1 + γkm1

∂

∂t

))
uk =

((
αk
m2 + δkm2

∂

∂t

)
∂

∂x
+

(
βk
m2 + γkm2

∂

∂t

))
uk+1, (3.4)

x = lk, k = 1, n; m = 1, 2

где uj, gj - вектор- функции размера r×1, матрица Aj - положительно-
определенная [28] размера r × r;

α0
11, β

0
11, δ

0
11, γ

0
11, α

n+1
22 , βn+1

22 , δn+1
22 , γn+1

22 , αk
mi, β

k
mi, δ

k
mi, γ

k
mi −

данные матрицы размера r × r.
В образах Лапласа вместо задачи (3.1)-(3.4) имеем задачу построения

ограниченного на множестве In решения сепаратной матричной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами

d2u∗j
dx2

− qj · u∗j = f̄j; x ∈ In, (3.5)

j = 1, n+ 1, f̄j = A−2j fj; qj = A−2j

√
p,

по граничным условиям((
α0
11 + δ011p

) d

dx
+

(
β0
11 + γ011p

))
u1

∣∣∣∣
x=l0

= δ011f
/
1 (l0) + γ011f1 (l0) , (3.6)

((
αn+1
22 + δn+1

22 p
) d

dx
+

(
βn+1
22 + γn+1

22 p
))

un+1

∣∣∣∣
x=ln+1

=

= δn+1
22 f

/
n+1 (l) + γn+1

22 fn+1 (l) ,

и по условиям сопряжения((
αk
m1 + δkm1p

) d

dx
+

(
βk
m1 + γkm1p

))
uk =
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=

((
αk
m2 + δkm2p

) d

dx
+

(
βk
m2 + γkm2p

))
uk+1+

+
(
δkm1f

/
k (x) + γkm1fk (x)− δkm2f

/
k+1 (x)− γkm2fk+1 (x)

)
, (3.7)

x = lk, k = 1, n, m = 1, 2.

Примем обозначение:

Mkm =

(
βk
1m + pγk1m αk

1m + pδk1m
βk
2m + pγk2m αk

2m + pδk2m

)
.

Всюду в этом параграфе будем требовать выполнения условий:

det Mk1 	= 0, det Mk2 	= 0, k = 1, n+ 1, (3.8)

для p = σ + iτ ;Rep = σ ≥ σ0, где
σ0 - абсцисса сходимости интеграла Лапласа,
и Jmp = τ ∈ (−∞,+∞).
Зададим вектор- функцию ϕ1 (x) равенством:

ϕ1 (x) = C1 (x, p)
(
β0
11

)−1 − S1 (x, p)
(
α0
11

)−1
,

в котором матричнозначные функции C1, S1 определены условиями:

S1 (l0, p) = 0, S
/
1 (l0, p) = E;C1 (l0, p) = E, C

/
1 (l0, p) = 0 .

Вектор- функции ϕ2(x), ..., ϕn+1(x) - определим по индукции соотноше-
ниями сопряжения (3.7) в которых положено f = 0.

Аналогично, зададим вектор-функцию ψn+1 (x) равенством:

ψn+1 = Cn+1 (x, p)
(
βn+1
22

)−1 − Sn+1 (x, p)
(
αn+1
22

)−1
,

в котором матричнозначные функции Cn+1, Sn+1 определены условиями:

Sn+1 (l, p) = 0, S
/
n+1 (l, p) = E; Cn+1 (l, p) = E, C

/
n+1 (l, p) = 0.

Вектор- функции ψn, ..., ψ2, ψ1 - определим по индукции соотношениями
сопряжения (3.7) в которых положено f = 0.

Наконец, положим

Ωk (ξ, p) =

(
ϕk (ξ, p) ψk (ξ, p)

ϕ
/
k (ξ, p) ψ

/
k (ξ, p)

)
, k = 1, n+ 1.
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Лемма 3.1 При каждом k определитель detΩk (ξ, p) не зависит от пе-
ременной ξ и является целой функцией переменной p. Нули каждой из
функций
ωk (p) = detΩk (ξ, p) совпадают.

Доказательство.Независимость от переменной ξ определителей Ωk (ξ, p)
можно проверить так же как в п.2. Совпадение нулей определителей мат-
риц Ωk (ξ, p) вытекает из равенства

detMk1Ωk(ξ, p) = detMk2Ωk+1(ξ, p).

В этом параграфе считаем выполненными условия на нули:
в правой полуплоскости Rep > 0 нет нулей функции ωk (p), т.е. для

любого нуля pj функции ωk (p) выполнено:

Repj < 0, j ∈ N,

rank Ωk(pj) ≤ r, k = 1, n+ 1.

Лемма 3.2 Если выполнено условие на нули, то выполнено условие
неограниченной разрешимости задачи:

для p = σ + iτ ;Rep = σ ≥ σ0, где
σ0 - абсцисса сходимости интеграла Лапласа,
и Jmp = τ ∈ (−∞,+∞)
матрицы Ωs (ξ, p) , s = 1, n+ 1 - невырожденные:

det Ωs (p) 	= 0. (3.9)

Лемма 3.3 Если выполнены условия неограниченной разрешимости за-
дачи, то решение задачи (3.5)-(3.7) имеет вид:

uj =
n∑

m=0

lm+1∫
lm

H∗
j,m+1 (p, x, ξ) A

−2
m+1 fm+1 (ξ) dξ + ϕj

0

ϕ−1n+1Kn+1+

+ψj

0

ψ−11 K0 + ϕj (E0)
n+1∑
l=j

Rl − ψj (0E)

j−1∑
l=0

Rl, (3.10)

где приняты обозначения
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K0 = δ011 f
/
1 (l0) + γ011 f1 (l0) , Kn+1 = δn+1

22 f
/
n+1 (l) + γn+1

22 (l) ,

gsm = δsm1 f
/
s (ls) + γsm1 fs (ls)−

(
δsm2 f

/
s+1 (ls) + γsm2 fs+1 (ls)

)
,

s = 1, n, m = 1, 2;

0

ψ
1
=

((
α0
11 + δ011p

) d

dx
+

(
β0
11 + γ011p

))
ψ1

∣∣∣∣
x=l0

;

0
ϕ

n+1
=

((
αn+1
22 + δn+1

22 p
) d

dx
+

(
βn+1
22 + γn+1

22 p
))

ϕn+1

∣∣∣∣
x=l

.

Доказательство. Как следует из условия, правая часть формулы (3.10)
имеет смысл. Прямая проверка показывает, что это действительно иско-
мое решение.

Напомним, что здесь H∗
j,s - образы матричнозначных функций влия-

ния, определяемые равенствами:
при k < s

H∗
k,s = ϕk (x) (E0) Ω

−1
s (ξ)

(
0
E

)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;

при k > s

H∗
k,s = −ψk (x) (0E) Ω

−1
s (ξ)

(
0
E

)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;

при k = s

H∗
k,k =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk (x) (E0) Ω
−1
k (ξ)

(
0
E

)
, lk−1 < x < ξ < lk,

−ψk (x) (0E) Ω
−1
k (ξ)

(
0
E

)
, lk−1 < ξ < x < lk.

Приступим к определению матричнозначных функций влияния Hj,s.Так
как матричнозначные функции

(ϕk (x, p) , ψk (x, p)) Ω
−1
s (ξ, p)

(
0
E

)
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не имеют особых точек во всей комплексной плоскости C, то

ϕk (x, pj) (EO) res
p=pj

Ω−1s (ξ, p)

(
0
E

)
=

= −ψk (x, pj) (0E) res
p=pj

Ω−1s (ξ, p)

(
0
E

)
, (3.11)

k, s = 1, n+ 1, j ∈ N.
Так как особыми точками функции H∗

k,s являются только полюса pj, то в
силу леммы Жордана [29] и теоремы Коши [29], находим с учетом (3.11)
представление для функций влияния Hk,s в виде ряда:

Hk,s (t, x, ξ) =
∞∑
j=1

ϕk (x, pj) (E0) res
p=pj

Ω−1s (ξ, p)

(
0
E

)
epj ·t,

k, s = 1, n+ 1.

Возвращаясь в формуле (3.10) к оригиналам, получим решение задачи
(3.1)-(3.4) в виде:

uk (t, x) =
∞∑
j=1

ϕk (x, pj) (E0)
n∑

m=0

lm+1∫
lm

res
p=pj

Ω−1m+1 (ξ, p)

(
0
E

)
epjtA−2m+1·

·fm+1 (ξ) dξ + ϕk (x, pj) res
p=pj

0

ϕ−1n+1 (Kn+1 −K0) e
pjt + ϕk (x, pj) (E0)

n+1∑
j=0

Rj.

(3.12)

3.2 Прямая и двойственная задачи Штурма-
Лиувилля для оператора Фурье в In

Рассмотрим краевую задачу Штурма-Лиувилля(
d2

dx2
− pj A

−2
m

)
ym (x, pj) = 0, (3.13)

((
α0
11 + γ011 pj

) d

dx
+

(
β0
11 + δ011 pj

))
y1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l0

= 0,
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((
αn+1
22 + γn+1

22 pj
) d

dx
+

(
βn+1
22 + δn+1

22 pj
))

yn+1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l

= 0,

((
αk
m1 + γkm1 pj

) d

dx
+

(
βk
m1 + δkm1 pj

))
yk (x, pj) =

=

((
αk
m2 + γkm2 pj

) d

dx
+

(
βk
m2 + δkm2 pj

))
yk+1 (x, pj) ,

x = lk, k = 1, n, m = 1, 2,

yk (x, pj) =

⎛
⎜⎝

y1k (x, pj)
...
yrk (x, pj)

⎞
⎟⎠ .

Пусть при некотором pj, рассматриваемая краевая задача имеет нетри-
виальное решение

y (x, pj) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, pj) .

В этом случае число pj называется собственным значением, а соответ-
ствующее решение y (x, pj)- собственной вектор- функцией.

Теорема 3.1 .Краевая задача (3.13) имеет чисто точечный спектр,
состоящий из нулей {pj} любой из функций ωk (p). Задача Штурма-
Лиувилля r раз вырождена, т.е. каждому собственному значению pj со-
ответствует ровно r линейно независимых собственных вектор- функ-
ций, в качестве последних можно взять r столбцов матричнозначной
функции ϕ(x, pj), т.е.

yi (x, pj) =

⎛
⎜⎝

ϕi
1 (x, pj)
...
ϕi
r (x, pj)

⎞
⎟⎠ ,

ϕ (x, pj) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ϕk (x, pj) .
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Доказательство. Установим вначале, что каждый нуль pj любой из
функций ωk (p) является собственным значением краевой задачи (3.13).
Примем обозначения

vi (x, pj) =

⎛
⎜⎝

ψi
1 (x, pj)

...
ψi
r (x, pj)

⎞
⎟⎠ ,

ψ (x, pj) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ψk (x, pj) .

Заметим, что вектора {yi (x, pj) , vi (x, pj)} , i = 1, r образуют фундамен-
тальную систему решений системы дифференциальных уравнений(

d2

dx2
− pj A

−2
m

)
ym (x, pj) = 0, m = 1, n+ 1.

В силу условия на нули: rank Ωk ≤ r, k = 1, n+ 1 заключаем, что каждый
вектор vl (x, pj) можно разложить по системе векторов yi (x, pj) , i = 1, r,
т.е. справедливо представление

vl (x, pj) =
r∑

i=1

cliy
i (x, pj) . (3.14)

Заметим, что каждый вектор vl (x, pj) удовлетворяет:
1) граничному условию((

α0
11 + γ011 pj

) d

dx
+

(
β0
11 + δ011 pj

))
v1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l0

= 0,

по построению;
2) граничному условию((

αn+1
22 + γn+1

22 pj
) d

dx
+

(
βn+1
22 + δn+1

22 pj
))

vn+1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l

= 0

в силу условия (3.14);
3) условиям сопряжения по построению.
Таким образом, вектора vl (x, pj) образуют систему r линейно незави-

симых собственных вектор- функций краевой задачи (3.13). Аналогично
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устанавливаем, что вектора yl (x, pj) также образуют систему r линейно
независимых собственных вектор - функций краевой задачи (3.13).

Наоборот, пусть число pj -собственное значение рассматриваемой кра-
евой задачи и u (x, pj)- соответствующий собственный вектор. Из первого
граничного условия((

α0
11 + γ011 pj

) d

dx
+

(
β0
11 + δ011 pj

))
v1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l0

= 0,

следует, что

u (x, pj) =
r∑

i=1

cliy
i (x, pj) .

Из второго граничного условия((
αn+1
22 + γn+1

22 pj
) d

dx
+

(
βn+1
22 + δn+1

22 pj
))

vn+1 (x, pj)

∣∣∣∣
x=l

= 0

следует, что

u (x, p) =
r∑

i=1

bliv
i (x, p) .

Из полученных разложений вектора u(x, pj) следует, что вектора
{yi (x, pj) , vi (x, pj)} , i = 1, r линейно зависимы. Следовательно, detΩk =
0, k = 1, n+ 1. В силу условия на нули, имеем:

rank Ωk ≤ r, k = 1, n+ 1.

Рассмотрим двойственную задачу Штурма-Лиувилля

y∗m (ξ, λ)

(
d2

dx2
+ A−2m λ2

)
= 0, m = 1, n+ 1, (3.15)

(
d

dx
y∗1

(
β0
11 + λ2δ011

)−1
+ y∗1

(
α0
11 + λ2γ011

)−1) ∣∣∣∣
x=l0

= 0,

(
d

dx
y∗n+1

(
βn+1
22 + λ2δn+1

22

)−1
+ y∗n+1

(
αn+1
22 + λ2γn+1

22

)−1) ∣∣∣∣
x=l

= 0,

(
y∗k,−

d

dξ
y∗k

)(
βk
11 αk

11

βk
12 αk

12

)−1
=
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=

(
y∗k+1,−

d

dξ
y∗k+1

)(
βk
21 αk

21

βk
22 αk

22

)−1
, k = 1, n.

(
d

dx
y∗n+1

(
βn+1
22

)−1
+ y∗1

(
αn+1
22

)−1) ∣∣∣∣
x=l

= 0.

Теорема 3.2 .Спектр задачи (3.15) имеет чисто точечный спектр,
состоящий из нулей {pj} любой из функций ωk (p).Задача Штурма-
Лиувилля r раз вырождена, т.е. каждому собственному значению pj
соответствует ровно r линейно независимых собственных вектор -
функций, в качестве последних можно взять r строк-функций мат-
ричнозначной функции ϕ∗(ξ,pj):

ϕ∗ (ξ, pj) =
n+1∑
k=1

θ (ξ − lk−1) θ (lk − ξ) ϕ∗k (ξ, pj) ,

т.е.
y∗j (ξ, pj) =

(
ϕ∗j1 (ξ, pj) · · · ϕ∗jr (ξ, pj)

)
, j = 1, r,

где
ϕ∗k = (E0) Ω−1k (ξ, p)

(
0
E

)
A−2k , k = 1, n+ 1.

3.3 Теорема разложения по собственным
функциям оператора Фурье в In

В силу начальных условий получим интегральное представление:

fk (x) =
∞∑
j=1

ϕk (x, pj)
n∑

m=0

lm+1∫
lm

res
p=pj

ϕ∗m+1 (ξ, p) fm+1 (ξ) dξ+

+ϕk (x, pj) res
p=pj

0

ϕ−1n+1 (Kn+1 −K0) + ϕk (x, pj) (E0) ·

·
n∑

s=1

res
p=pj

Ω−1s (ls, p)M
−1
s1

(
fs1
fs2

)
, (3.16)

lk−1 < x < lk, k = 1, n+ 1.
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Интегральное представление (3.16) приводит к представлению меры Ди-
рака [65]

δ (x− ξ)E =
∞∑
j=1

ϕ (x, pj) res
p=pj

{
ϕ∗ (ξ, p) +

0

ϕ−1n+1 ·

·
(
δn+1
22 δ

/
− (ξ − l) + γn+1

22 δ− (ξ − l)− δ011 δ
/
+ (ξ − l0)− γ011 δ+ (ξ − l0)

)
+

+
n∑

k=1

(EO) Ω−1k (lk, p)M
−1
k1 (p)·

·
((

γk21 δk21
γk22 δk22

) (
δ+ (ξ − lk)

δ
/
+ (ξ − lk)

)
−

(
γk11 δk11
γk12 δk12

) (
δ− (ξ − lk)

δ
/
− (ξ − lk)

))}
,

(3.17)
где

δ (x− ξ)E ≡

⎛
⎝ δ (x− ξ) . . . 0

. . . . . . . . .
0 . . . δ (x− ξ)

⎞
⎠ .

Теорема 3.3 .Если трижды непрерывно- дифференцируемая на In вектор-
функция

f (x) =
n∑

k=1

θ (lk − x) θ (x− lk−1) fk (x)

размера r×1, удовлетворяет краевым условиям (3.3) и условиям сопря-
жения (3.4), в которых выражение ∂Uk

∂t
заменено на A2

k f
//
k (x), то для

каждой точки x∈In справедливо представление функции f (x) в виде
суммы абсолютно и равномерно сходящегося на In ряда

1

2
[f (x− 0) + f (x+ 0)] =

∞∑
j=1

ϕk (x, pj) f̂j, (3.18)

где

f̂j =
n∑

m=0

lm+1∫
lm

(E0) res
p=pj

Ω−1m+1 (ξ, p)

(
0
E

)
A−2m+1fm+1 (ξ) dξ+

+ res
p=pj

0

ϕ−1n+1 (Kn+1 −K0) + (E0)
n∑

s=1

res
p=pj

Ω−1s (ls, p)M
−1
s1

(
fs1
fs2

)
, (3.19)

lk−1 < x < lk, k = 1, n+ 1, j ∈ N.
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Доказательство. Проверка утверждений теоремы проводится стандарт-
ным образом, например, методом Коши см. [31].

3.4 Прямое и обратное интегральные преоб-
разования Фурье на отрезке с точками
деления

Формулы (3.18)-(3.19) для разложения вектор- функции f по собствен-
ным векторам задачи Штурма- Лиувилля (3.13) порождает прямое Fn и
обратное F−1n интегральные преобразования Фурье на отрезке с точками
деления:

Fn [f ] ≡ f̂j =
n∑

m=0

lm+1∫
lm

(E0) res
p=pj

Ω−1m+1 (ξ, p)

(
0
E

)
A−2m+1fm+1 (ξ) dξ+

+ res
p=pj

0

ϕ−1n+1 (Kn+1 −K0) + (E0)
n∑

s=1

res
p=pj

Ω−1s (ls, p)M
−1
s1

(
fs1
fs2

)
, j ∈ N,

(3.20)

F−1n

[
f̂j

]
≡ f (x) =

∞∑
j=1

ϕ (x, pj) f̂j, x ∈ In, (3.21)

где

f (x) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x).

3.5 Основное тождество интегрального
преобразования оператора Фурье в In

Получим основное тождество интегрального преобразования дифферен-
циального оператора

L ≡
n+1∑
j=1

A2
j θ (x− lj−1) θ (lj − x)

d2

dx2
.
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Теорема 3.4 .Пусть вектор- функция f трижды непрерывно- диффе-
ренцируема на In, удовлетворяет краевым условиям (3.3) и условиям
сопряжения в виде((

αk
m1 + δkm1A

2
k

d2

dx2

)
d

dx
+

(
βk
m1 + γkm1A

2
k

d2

dx2

))
fk =

=

((
αk
m2 + δkm2A

2
k+1

d2

dx2

)
d

dx
+

(
βk
m2 + γkm2A

2
k+1

d2

dx2

))
fk+1,

x = lk, k = 1, n; m = 1, 2

тогда
Fjn [L (f)] = pj f̂j, j ∈ N. (3.22)

Доказательство. Проверка тождеств производится с помощью техники
предложенной для доказательства теоремы 2.3.
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Глава 4

Матричные интегральные
преобразования Фурье - Бесселя
на (n + 1)- слойной полярной оси

4.1 Смешанная краевая задача для операто-
ра Фурье- Бесселя

Построим методом дельтаобразных последовательностей интегральное
преобразование на (n+ 1)-слойной полярной оси

I+n =

{
r : r ∈

n+1

U
k=1

(Rk−1, Rk) , Rk−1 < Rk, R0 = 0, Rn+1 =∞
}

порожденное дифференциальным оператором Фурье-Бесселя:

B(ν,α) =
n∑

k=1

A2
kθ (r −Rk−1) θ (Rk − r) Bνk,αk

+ θ (r −Rn) A
2
n+1Bνn+1,αn+1 .

Здесь Aj - квадратная положительно-определенная матрица размера
σ × σ [28], θ(х) - единичная функция Хевисайда, Вν,α - дифференциаль-
ный оператор Фурье-Бесселя:

Bν,α =
d2

dr2
+

2α + 1

r

d

dr
− ν2 − α2

r2
, ν ≥ α ≥ −1

2
.

За дельтаобразную последовательность возьмем фундаментальную мат-
рицу решений смешанной задачи Коши для сепаратной системы матрич-
ных уравнений параболического типа.
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Рассмотрим задачу конструкции ограниченного на множестве

D+ =

{
(t, r) : t > 0, r ∈

n+1

U
k=1

(Rk−1, Rk) , R0 = 0, Rn+1 =∞
}

решения сепаратной матричной системы (n+ 1) уравнений параболиче-
ского типа: (

A−2m

∂

∂t
−Bνm,αm

)
Um (t, r) = 0, m = 1, n+ 1, (4.1)

по начальным условиям

Um (t, r) |t=0 = gm (r) , r ∈ (Rk−1, Rk) , m = 1, n+ 1, (4.2)

по краевым условиям

∂

∂r

(
rα1−ν1U1

) ∣∣∣∣
r=0

= 0, Un+1|r=∞ = 0, (4.3)

и условиям сопряжения[(
αk
j1 + γkj1

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j1 + δkj1

∂

∂t

)]
Uk =

=

[(
αk
j2 + γkj2

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j2 + δkj2

∂

∂t

)]
Uk+1, (4.4)

r = Rk, k = 1, n; j = 1, 2,

здесь

U =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r) Uk + θ (r −Rn) Un+1 −

неизвестная вектор-функция,

g =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r) gk + θ (r −Rn) gn+1 −

заданная вектор-функция, αk
mi, β

k
mi, γ

k
mi, δ

k
mi − матрицы размера σ ×

σ.
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Специальное решение Hj,s (t, r, ρ), удовлетворяющее условиям

Hj,s (t, r, ρ) |t=0 = δ (r − ρ) , r, ρ ∈ I+n , j = 1, n+ 1,

∂

∂r

(
rα1−ν1H1,s

) ∣∣∣∣
r=0

= 0, ‖Hn+1,s‖ |r=∞ = 0

[(
αk
j1 + γkj1

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j1 + δkj1

∂

∂t

)]
Hk,s−

−
[(
αk
j2 + γkj2

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j2 + δkj2

∂

∂t

)]
Hk+1,s =

= γkj1δ
/ (Rk − ρ) + δkj1δ (Rk − ρ)− γkj2δ

/ (Rk − ρ)− δkj2δ (Rk − ρ) ,

r = Rk, k = 1, n; j = 1, 2,

назовем матричнозначной функцией влияния или функцией Грина. Зная
функцию влияния Hj,s = Hj,s (t, r, ρ), мы сможем написать решение об-
щей краевой задачи (4.1)-(4.4). Нашей ближайшей целью является вы-
яснение условий существования функций влияния и нахождение явных
выражений для этих функций.

Предположим, что искомая вектор-функция U = U(t, r) является
оригиналом Лапласа по t. В образах Лапласа получаем задачу о кон-
струкции ограниченного на множестве I+n решения сепаратной матрич-
ной системы обыкновенных дифференциальных уравнений(

Bνj ,αj
− q2j

)
U∗j (p, r) = −ḡj (r) , (4.5)

q2j = A−2j p, ḡj (r) = A−2j gj (r) , j = 1, n+ 1,

по краевым условиям

d

dr

(
rν1−α1U∗1

) ∣∣∣∣
r=0

= 0,
∥∥U∗n+1 (r, p)

∥∥ ∣∣
r=∞ <∞, (4.6)

и условиям контакта в точках стыка[(
αk
m1 + pγkm1

) d

dr
+

(
βk
m1 + pδkm1

)]
U∗k =

=

[(
αk
m2 + pγkm2

) d

dr
+

(
βk
m2 + pδkm2

)]
U∗k+1+ (4.7)
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+

(
γkm1

d

dr
gk (r) + δkm1gk (r)

)
−

(
γkm2

d

dr
gk+1 (r) + δkm2gk+1 (r)

)
,

r = Rk, m = 1, 2, k = 1, n.

Обозначим

Mki =

(
βk
1i + δk1ip αk

1i + γk1ip
βk
2i + δk2ip αk

2i + γk2ip

)
, k = 1, n; i = 1, 2

и будем считать выполненным условие положительной определенности
матриц Mki.

Образы Лапласа матричнозначных функций влияния H∗
j,s являются

решениями сепаратной матричной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений(

Bνj ,αj
− q2j

)
H∗

j,s (p, r, ρ) = −A2
jδ (r − ρ) ;

j, s = 1, n+ 1, q2j = A2
jp;

по краевым условиям

d

dr

(
rα1−ν1H∗

1,s

) ∣∣∣∣
r=0

= 0, H∗
n+1,s

∣∣
r=∞ = 0

и условиям контакта в точках стыка[(
αk
m1 + pγkm1

) d

dr
+

(
βk
m1 + pδkm1

)]
H∗

k,s =

=

[(
αk
m2 + pγkm2

) d

dr
+

(
βk
m2 + pδkm2

)]
H∗

k+1,s,

m = 1, 2, k = 1, n.

Непосредственной проверкой установим, что образы Лапласа матрич-
нозначных функций влияния H∗

j,s задаются следующими формулами:
при k < s

H∗
k,s = ϕk (r) (E0) Ω

−1
s (ρ)

(
0
E

)
,

Rk−1 < r < Rk, Rs−1 < ρ < Rs
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при k > s

H∗
k,s = −ψk (r) (0E) Ω

−1
s (ρ)

(
0
E

)
,

Rk−1 < r < Rk, Rs−1 < ρ < Rs,

при k = s

H∗
k,k =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk (r) (E0) Ω
−1
k (ρ)

(
0
E

)
, Rk−1 < r < ρ < Rk

−ψk (r) (0E) Ω
−1
k (ρ)

(
0
E

)
, Rk−1 < ρ < r < Rk.

При этом для компонентов матричнозначных функций влиянияH∗
j,s спра-

ведливы формулы:

ϕ1 (r,
√
p) = e(α1−ν1)π2 iIν1,α1 (q1r) ∈ L2 (R0, R1) ,

ψn+1 (r,
√
p) = H2

νn+1,αn+1
(−iqn+1r) ∈ L2 (Rn,∞) ,

где Iν,α (z) = z−αIν (z) , H2
ν,α (z) = z−α (Jν (z)− iNν (z)) , причем Jν(z),

Nν(z) - цилиндрические функции соответственно 1-го и 2-го рода порядка
ν [19], а Iν (z)- цилиндрическая функция 1-го рода порядка ν мнимого
аргумента. Остальные пары функций ϕm, ψm однозначно определяются
условиями сопряжения:((

αk
j1 + pγkj1

) d

dr
+

(
βk
j1 + pδkj1

))
(ϕk ψk) = (4.8)

=

((
αk
j2 + pγkj2

) d

dr
+

(
βk
j2 + pδkj2

))
(ϕk+1 ψk+1) ,

r = Rk, k = 1, n.

Далее матрицы Ωk определены соотношениями:

Ωk (ρ,
√
p) =

(
ϕk

(
ρ,
√
p
)

ψk

(
ρ,
√
p
)

ϕ
/
k

(
ρ,
√
p
)

ψ
/
k

(
ρ,
√
p
) )

, k = 1, n+ 1.

Лемма 4.1 Если выполнено условие Mki > 0, то выполнено условие
неограниченной разрешимости задачи:

для p = σ + iτ с Rep = σ ≥ σ0,
где σ0 - абсцисса сходимости интеграла Лапласа,
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и Jmp = τ ∈ (−∞,+∞)
все матрицы Ωk, k = 1, n+ 1 - невырожденные,

det Ωk 	= 0, k = 1, n+ 1. (4.9)

Доказательство. Дифференцированием по r устанавливаем, что опре-
делители det (r2αk+1Ωk) не зависят от переменной r. Из равенства

Mk1Ωk(ξ, p) =Mk2Ωk+1(ξ, p)

и из требования положительной определенности матриц Mki будет сле-
довать невырожденность матриц Ωk.

Лемма 4.2 Если выполнено условие неограниченной разрешимости за-
дачи, то ограниченное на множестве I+n решение сепаратной системы
(4.5)-(4.7) имеет вид:

U∗j (p, r) =
n∑

m=0

Rm+1∫
Rm

H∗
j,m+1 (p, r, ρ) ḡm+1 (ρ) dρ +

+ϕj (E0)
n+1∑
k=j

Pk − ψj (0E)

j−1∑
k=0

Pk, (4.10)

j = 1, n+ 1,

где
Pk = Ω−1k M−1

k1

( (
γk11

d
dr
gk (Rk) + δk11gk (Rk)

)
−(

γk21
d
dr
gk (Rk) + δk21gk (Rk)

)
−

−
(
γk12

d
dr
gk+1 (Rk) + δk12gk+1 (Rk)

)
−

(
γk22

d
dr
gk+1 (Rk) + δk22gk+1 (Rk)

) )
,

P0 = Pn+1 = 0, k = 1, n.

Доказательство. Существование правой части обеспечивается услови-
ем неограниченной разрешимости задачи. Непосредственные вычисле-
ния показывают, что формула (4.10) действительно определяет решение
смешанной задачи.

Приступим к вычислению матричнозначных функций влияния Hk,s.
Конструкция образов Лапласа функций влияния H∗

k,s такова, что их осо-
быми точками являются точки ветвленияp = 0 и p =∞.
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В силу леммыЖордана и теоремы Коши [29] для оригинала функции
влияния получаем формулу обращения

Hk,s (t, r, ρ) =
2

π

∞∫
0

ϕk (r, λ) (0E) Ω̃s (ρ, λ)

(
0
E

)
e−λ

2tλdλ. (4.11)

где

Ω̃s =
1

2i

((
ϕs ϕ̃s + iψ̃s

ϕ
/
s ϕ̃

/
s + iψ̃

/
s

)−1
−

(
ϕs ϕ̃s − iψ̃s

ϕ
/
s ϕ̃

/
s − iψ̃

/
s

)−1)
=

= (E2σ02σ)

⎛
⎜⎜⎜⎝

ϕs ϕ̃s 0 −ψ̃s

ϕ
/
s ϕ̃

/
s 0 −ψ̃/

s

0 ψ̃s ϕs ϕ̃s

0 ψ̃
/
s ϕ

/
s ϕ̃

/
s

⎞
⎟⎟⎟⎠
−1 (

02σ
E2σ

)
,

ψ̃n+1 = Nνn+1,αn+1 (qn+1r) , ϕ̃n+1 = Jνn+1,αn+1 (qn+1r)

функции ψ̃j, ϕ̃j, j = 1, n определяются условиями сопряжения (4.8).
Для обоснования формулы (4.11) заметим также, что конструкция

матричнозначных функций ϕk, ψk такова, что при переходе с нижнего
берега разреза на верхний берег разреза все матричные функции

(ϕk ψk) Ω
−1
s (ρ, λ)

(
0
E

)
останутся неизменными.

Возвращаясь в формулах (4.9) к оригиналам, найдем решение задачи
(4.1)-(4.4) в виде:

Uk (t, r) =
2

π

∞∫
0

⎛
⎝ n∑

m=0

Rm+1∫
Rm

ϕk (r, λ) (0E) Ω̃m+1 (ρ, λ)

(
0
E

)
A−2m+1gm+1 (ρ) dρ+

+ϕk (r, λ)
n∑

k=1

(0E) P̃k

)
e−λ

2tλ dλ , (4.12)

Rk−1 < r < Rk, k = 1, n+ 1,

где

P̃k = Ω̃kM
−1
k1

( (
γk11

d
dr
gk (r) + δk11gk (r)

)
−(

γk21
d
dr
gk (r) + δk21gk (r)

)
−
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−
(
γk12

d
dr
gk+1 (r) + δk12gk+1 (r)

)
−

(
γk22

d
dr
gk+1 (r) + δk22gk+1 (r)

) )
.

4.2 Теорема разложения по собственным функ-
циям оператора Фурье-Бесселя

Для получения теоремы разложения применим метод δ- образных последо-
вательностей [37]. Перейдем в формуле (4.12) к пределу при t→ 0. В силу
начальных условий (4.2), получаем интегральное представление:

gk (r) =
2

π

∞∫
0

n∑
m=0

Rm+1∫
Rm

ϕk (r, λ)

(
(0E) Ω̃m+1 (ρ, λ)

(
0
E

)
A−2m+1 gm+1 (ρ) dρ+

+
n∑

k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ)M
−1
k1 (λ)·

·
((

δk11 γk11
δk21 γk21

) (
gk (Rk)

g
/
k (Rk)

)
−

(
δk12 γk2
δk22 γk2

) (
gk+1 (Rk)

g
/
k+1 (Rk)

)))
λ dλ;

(4.13)
k = 1, n+ 1.

Если положить

u (r, λ) =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r)ϕk (r, λ) + θ (r −Rn)ϕn+1 (r, λ) ,

и, также,

u∗ (ρ, λ) =
n∑

k=1

θ (ρ−Rk−1) θ (Rk − r)u∗k (ρ, λ) + θ (ρ−Rn) u
∗
n+1 (ρ, λ) ,

где

u∗k = (0E) Ω̃−1k (ρ, λ)

(
0
E

)
A−2k +M−1

k1 (λ)

(
γk11 δk11
γk21 δk21

) (
δ
/
− (ρ−Rk)
δ− (ρ−Rk)

)
−

−M−1
k2 (λ)

(
γk−112 δk−112

γk−122 δk−122

) (
δ
/
+ (ρ−Rk−1)
δ+ (ρ−Rk−1)

)
,
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и принять обозначения:

δ+ (x) =
dS+ (x)

dx
, δ− (x) =

dS− (x)
dx

,

(
γ011 δ011
γ021 δ021

)
≡ 0,

(
γn+1
12 δn+1

12

γn+1
22 δn+1

22

)
≡ 0,

то интегральное представление (4.13) приводит к интегральному пред-
ставлению меры Дирака [65]

δ (r − ρ) =
2

π

∞∫
0

u (r, λ) u∗ (ρ, λ) λdλ. (4.14)

Интегральное представление меры Дирака порождает прямое Hn+ и об-
ратное H−1

n+ матричные преобразования Фурье-Бесселя на полярной оси
с точками деления по правилам:

Hn+ [f ] (λ) =

∞∫
0

u∗ (ρ, λ) f (ρ) dρ+
n∑

k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ) M
−1
k1 (λ)·

·
((

γk12 δk12
γk22 δk22

) (
fk+1 (Rk)

f
/
k+1 (Rk)

)
−

(
γk11 δk11
γk21 δk21

) (
fk (Rk)

f
/
k (Rk)

))
≡ f̂ (λ) ,

(4.15)

H−1
n+

[
f̂
]
(r) =

2

π

∞∫
0

u (r, λ) f̂ (λ)λdλ ≡ f (r) , (4.16)

где

f (r) =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r) fk (r) + θ (r −Rn) fn+1 (r) .

Применив схему доказательства, разработанную в г.1, установим теорему
разложения по собственным вектор-функциям задачиШтурма-Лиувилля
для оператора Фурье-Бесселя.

Теорема 4.1 .Если вектор-функция

f (r) =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r) fk (r) + θ (r −Rn) fn+1 (r)
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определена, кусочно-непрерывна, абсолютно интегрируема и имеет огра-
ниченную вариацию на I+n , то для r ∈ I+n справедливо интегральное
представление

1
2
[f (r − 0) + f (r + 0)] = 2

π

∞∫
0

u (r, λ)

(∞∫
0

u∗ (ρ, λ) f (ρ) dρ +

+
n∑

k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ)M
−1
k1 (λ)·

·
((

δk11 γk11
δk21 γk21

) (
fk (Rk)

f
/
k (Rk)

)
−

(
δk12 γk12
δk22 γk22

) (
fk+1 (Rk)

f
/
k+1 (Rk)

)))
λdλ.

(4.17)

4.3 Задача Штурма- Лиувилля для опера-
тора Фурье- Бесселя

Задача Штурма-Лиувилля для оператора Фурье-Бесселя состоит в опре-
делении нетривиального решения сингулярной спектральной задачи:(

Bνm,αm + A−2m λ2
)
ym (r, λ) = 0, m = 1, n+ 1

d

dr

(
rα1−ν1y1 (r, λ)

) ∣∣∣∣
r=0

= 0, yn+1|r=∞ = 0

((
αk
j1 − γkj1A

−2
m λ2

) d

dr
+

(
βk
j1 − δkj1A

−2
m λ2

))
yk = (4.18)

=

((
αk
j2 − γkj2A

−2
m λ2

) d

dr
+

(
βk
j2 − δkj2A

−2
m λ2

))
yk+1, r = Rk,

k = 1, n, m = 1, 2.

Теорема 4.2 .Для любого действительного значения параметра
λ ∈ (0,∞) сингулярная спектральная задача Штурма-Лиувилля (4.18)
имеет ровно σ линейно независимых решений, в качестве которых мож-
но выбрать σ столбцов матричнозначной функции

u (r, λ) =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r)ϕk (r, λ) + θ (r −Rn)ϕn+1 (r, λ).
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Двойственная задача Штурма-Лиувилля для оператора Фурье-Бесселя
состоит в определении нетривиального решения сингулярной спектраль-
ной задачи

y∗m (ρ, λ)
(
Bνm,αm + A−2m λ2

)
= 0, m = 1, n+ 1

(
− d

dr
y∗k y∗k

) (
αk
11 − γk11A

−2
k λ2 αk

21 − γk21A
−2
k λ2

βk
11 − δk11A

−2
k λ2 βk

21 − δk21A
−2
k λ2

)−1
= (4.19)

=

(
− d

dr
y∗k+1 y∗k+1

) (
αk
21 − γk21A

−2
k λ2 αk

22 − γk22A
−2
k λ2

βk
21 − δk21A

−2
k λ2 βk

22 − δk22A
−2
k λ2

)−1
,

ρ = Rk, k = 1, n

d

dr

(
rα1−ν1 y∗1

) ∣∣∣∣
r=0

= 0, y∗n+1

∣∣
r=∞ = 0.

Теорема 4.3 .Для любого действительного значения параметра
λ ∈ (0,∞) сингулярная спектральная задача Штурма-Лиувилля (4.19)
имеет ровно σ линейно независимых решений, в качестве которых мож-
но выбрать σ строк матричнозначной функции

u∗ (ρ, λ) =
n∑

k=1

θ (ρ−Rk−1) θ (Rk − r) u∗k (ρ, λ) + θ (ρ−Rn)u
∗
n+1 (ρ, λ).

4.4 Основное тождество интегрального пре-
образования оператора Фурье-
Бесселя

Получим основное тождество интегрального преобразования Фурье-Бесселя
в действии на дифференциальный оператор

B =
n∑

j=1

θ (r −Rj−1) θ (Rj − r) A2
jBνj ,αj

+ θ (r −Rn) A
2
n+1Bνn+1,αn+1 .

Теорема 4.4 .Пусть вектор-функция

f (r) =
n∑

k=1

θ (r −Rk−1) θ (Rk − r) fk (r) + θ (r −Rn) fn+1 (r)
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трижды непрерывно-дифференцируемая на множестве I+n , и пусть
вектор-функция rα1−ν1 f1 (r) исчезает при r →0 вместе со своей первой
производной, а при r→∞ вектор-функция rαn+1+

1
2fn+1 (r) - исчезает на

бесконечности вместе со своей первой производной, тогда имеет место
тождество

Hn+ (B [f ]) (λ) ≡ −λ2 f̂ (λ)−
n∑

k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ) M
−1
k1 ·

·
{(

βk
21 αk

21

βk
22 αk

22

) (
fk+1 (lk)

f
/
k+1 (lk)

)
−

(
βk
11 αk

11

βk
12 αk

12

) (
fk (lk)

f
/
k (lk)

)
+ (4.20)

+

(
δk11 γk11
δk12 γk12

) (
Bνk,αk

[fk] (Rk)
d
dr
Bνk,αk

[fk] (Rk)

)
−

−
(
δk12 γk12
δk22 γk22

) (
Bνk+1,αk+1

[fk+1] (Rk)
d
dr
Bνk+1,αk+1

[fk+1] (Rk)

)}
.

Доказательство. Прежде заметим,что для решения u(t,r) неоднород-
ной смешанной задачи Коши (4.1)-(4.4) с условиями сопряжения вида:[(

αk
j1 + γkj1

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j1 + δkj1

∂

∂t

)]
uk

=

[(
αk
j2 + γkj2

∂

∂t

)
∂

∂r
+

(
βk
j2 + δkj2

∂

∂t

)]
uk+1 + hkj , (4.21)

r = Rk, k = 1, n, j = 1, 2,

где

hkj =

(
αk
j1

d

dr
fk (Rk

) + βk
j1fk (Rk

)

)
−

(
αk
j2

d

dr
fk+1 (Rk

) + βk
j2fk+1 (Rk

)

)

справедливо представление:

u (t, r) = H−1
n+

[
e−λ

2t

(
Hn+ [f ] +

n∑
k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ) M
−1
k1 (λ)

(
hk1
hk2

))]
.

(4.22)
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Заметим, что ∂
∂t
u (t, r) служит решением смешанной краевой задачи (4.1)-

(4.4) с начальными условиями

∂

∂t
u (t, r)

∣∣∣∣
t=0

= B(ν,α)[f ]

и условиями сопряжения (4.4).
Применив интегральное представление (4.12), получим для решения

∂
∂t
u (t, r) (или, что одно и то же, для B(ν,α)u (t, r)) выражение:

B(ν,α) (u) = H−1
n+

{
e−λ

2t

[
Hn+

(
B(ν,α) (f)

)
+

n∑
k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ) M
−1
k1 (λ) ·

(4.23)

·
((

δk11 γk11
δk21 γk21

) (
A2

kBνk,αk
[gk] (Rk)

A2
k

d
dr
Bνkαk

[gk] (Rk)

)
−

−
(
δk12 γk12
δk22 γk22

) (
A2

k+1Bνk+1αk+1
[gk+1] (Rk)

A2
k+1

d
dr
Bνk+1αk+1

[gk+1] (Rk)

))}
.

Дифференцируя представление (4.22) по t и учитывая равенство (4.1),
получим представление для B(ν,α) [u]:

B(ν,α) (u) = H−1
n+

{
e−λ

2t

(
Hn+

(
B(ν,α) (f)

)
+

n∑
k=1

(0E) Ω̃k (Rk, λ) M
−1
k1 (λ) ·

(4.24)

·
((

δk11 γk11
δk21 γk21

) (
A2

kBνk,αk
[gk] (Rk)

A2
k

d
dr
Bνkαk

[gk] (Rk)

)
−

−
(
δk12 γk12
δk22 γk22

) (
A2

k+1Bνk+1αk+1
[gk+1] (Rk)

A2
k+1

d
dr
Bνk+1αk+1

[gk+1] (Rk)

))}
.

Сравнивая два интегральных представления (4.23) и (4.24) вектор-функции
B(ν,α) [u], ввиду однозначности интегрального преобразования Фурье-Бесселя
Hn+, заключаем, что доказываемое тождество справедливо.
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Часть II

Оператор Римана - Лиувилля



Глава 5

Оператор Римана - Лиувилля в
классе функций, гармонических
в областях со сферической
симметрией, и его применения

5.1 Определение и свойства оператора
Римана- Лиувилля

Пусть V− ограниченная звездообразная относительно начала координат
область из Rn, граница которой S− регулярная по Ляпунову поверхность
[17]. Область V допускает параметризацию

V =
{
x : x = rη; η ∈ S, 0 ≤ r < 1

}
.

При этом оператор Лапласа Δ запишется в виде:

Δu ≡ 1

η2
1

rn−1
∂

∂r
(rn−1

∂u

∂r
) +

1

r2
Δηu,

здесь Δη - оператор Лапласа на поверхности S, а

η2 = η21 + ...+ η2n.

Если функция u = u (x) , x = (x1, ..., xn) гармоническая в области V и
непрерывная на V = V

⋃
S, то справедлива формула:
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u(x) =

∫
S

G(x, ξ)u(ξ)dSξ, x ∈ V,

где G(x, ξ) - функция Грина для области V. Функция Грина G(rη, ξ)
вещественно- аналитична по всем своим аргументам [17], в частности,
она аналитична по r, следовательно может быть разложена в степенной
ряд по переменной r:

G(rη, ξ) =
∞∑
k=0

Gk(η, ξ)r
k, 0 ≤ r < 1.

Говорят, что функция ω (x) ∈ Ω, если она неотрицательна и непре-
рывна на [0,1), причем

ω (0) = 1,

1∫
0

ω (x) dx <∞

и для любого r из [0,1)

1∫
r

ω (x) dx > 0.

В [13] введена функция

p (r) = r

1∫
r

ω (x)

x2
dx, ω (x) ∈ Ω, r ∈ (0, 1], p(0) = 1,

И последовательность чисел

Δk = − (k + 1)

1∫
0

rkdp (r) . (k = 0, 1, 2, ...)

Показано, что все числа Δk положительны, причем

Δ0 = 1 ,Δk = k

1∫
0

rk−1ω (r) dr (k = 1, 2, ...) .

67



Кроме того, установлено [13] , что

lim
k→∞

k
√
Δk = 1. (5.1)

Там же показано, что если функция ω (x) ∈ Ω не убывает на [0,1), то
последовательность положительных чисел

{μk}∞0 ≡
{
Δ−1

k

}∞
0

не возрастающая и выпуклая, т.е. μk+1 ≤ μk, k=0,1,2,... и

Δ2μk ≡ μk+2 − 2μk+1 + μk ≥ 0, k = 0, 1, 2, ...

Приведем аналог теоремы о cos- тригонометрических рядах.

Теорема 5.1 Если последовательность {an}∞0 вполне монотонна, т.е.
(−1)r Δrak ≥ 0, (r = 1, 2, ...k = 0, 1, 2, ...),
то ряд

∞∑
n=0

anr
nGn (η, ξ) (5.2)

сходится всюду в [0,1) × S × S, к неотрицательной функции, сумми-
руемой по всем аргументам.

Доказательство. Согласно теореме Ф. Хаусдорфа [33] последователь-
ность {an}∞0 является последовательностью моментов некоторого рас-
пределения вероятностей F , сосредоточенного на [0,1]. Таким образом,

ak =
1∫
0

xkdF (x) . Рассмотрим функцию

G (rxη, ξ) =
∞∑
n=0

rnGn (η, ξ) x
n. (5.3)

Функция G (rxη, ξ) - как функция Грина соответствующей задачи Дири-
хле неотрицательна, суммируема по всем аргументам [16]. Теорема Фу-
бини [16] утверждает, что функция

1∫
0

G (rxη, ξ) xkdF (x)

68



неотрицательна, суммируема по аргументам (η, ξ) . Ряд в правой ча-
сти (5.3) сходится равномерно по аргументу x. Интегрируя почленно ряд
(5.3), вспоминая определение последовательности {an}∞0 , получим ра-
венство

1∫
0

G (rxη, ξ) xkdF (x) =
∞∑
n=0

rnGn (η, ξ) an.

Из установленного тождества следует, что ряд (5.3) сходится к неот-
рицательной функции, суммируемой по всем аргументам. Теорема дока-
зана.

Следуя [13], введем обобщенный оператор типа Римана- Лиувилля
L(ω) :

L(ω) [ϕ (r)] = − d

dr

⎧⎨
⎩r

1∫
0

ϕ (rτ) dp (τ)

⎫⎬
⎭ , r ∈ (0, 1).

Заметим, что

L(ω)
[
rk
]
= Δkr

k, r ∈ (0, 1] (k = 0, 1, 2, ...) . (5.4)

Теорема 5.2 Если u = u(rη)− гармоническая в области V функция и
непрерывная на V , то функция

uω (rη) = L(ω) [u (rη)]

будет гармонической в той же области V.

Доказательство. Оператор Лапласа в сферической системе координат
имеет вид:

Δu ≡ 1

η2
1

rn−1
∂

∂r
(rn−1

∂u

∂r
) +

1

r2
Δηu.

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что операторы(
r2 ∂2

∂r2
+ (n− 1)r ∂

∂r

)
и L(ω) коммутируют. Следовательно,(

r2 ∂2

∂r2
+ (n− 1)r ∂

∂r
+Δη

)
(L(ω)[u]) =

= L(ω)
[(
r2 ∂2

∂r2
+ (n− 1)r ∂

∂r
+Δη

)
u
]
= 0.

Теорема доказана.
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5.2 Обобщенная формула Пуассона, ассоци-
ированная с функцией ω (x) ∈ Ω.

Рассмотрим степенной ряд, порожденный функцией Грина

G(rη, ξ;ω) =
∞∑
k=0

qkGk(η, ξ) r
k,

в котором последовательность { qk }∞0 определена формулой
qk = Δ−1

k . Так как lim
k→∞

k
√
Δk = 1, то радиус сходимости этого ряда равен

единице. Заметим, что функция G (rη, ξ;ω) является гармонической в
области V переменных (r, η) .

Замечание 5.1. Если функция ω (x) ∈ Ω не убывает на [0,1), то
семейство гармонических функций G (rη, ξ;ω) удовлетворяет условию

G (rη, ξ;ω) ≥ 0 , 0 ≤ r < 1; η, ξ ∈ S. (5.5)

Доказательство. Проверим выполнение условий теоремы 5.1. Напом-
ним, что

Δ0 = 1 ,Δk = k

1∫
0

rk−1ω (r) dr (k = 0, 1, 2, ...) .

Методом математической индукции установим равенство

Δl(Δk) =

1∫
0

(r − 1)l−1 rk−1 [(k + l) r − k] ω (r) dr (k = 0, 1, 2, ...; l = 1, 2, ...) .

Преобразуем полученное выражение

(−1)l−1 Δl(Δk) = −
k

k+l∫
0

(1− r)l−1 rk−1 [k − (k + 1) x] ω (r) dr +

+
1∫
k

k+l

(1− r)l−1 rk−1 [(k + l) r − k] ω (r) dr ≥
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≥ −
k

k+l∫
0

(1− r)l−1 rk−1 [k − (k + 1) x] ω
(

k
k+l

)
dr +

≥
1∫
k

k+l

(1− r)l−1 rk−1 [(k + l) r − k] ω
(

k
k+l

)
dr =

= ω
(

k
k+l

) 1∫
0

(1− r)l−1 rk−1 [(k + l) r − k] dr =

= ω
(

k
k+l

) ( (k+l)Γ(l)Γ(k+1)
Γ(k+l+1)

− kΓ(l)Γ(k)
Γ(l+k)

=
)

= ω

(
k

k + l

)
Γ (l) Γ (k)

Γ (l + k)

(
(k + l) k

(k + l)
− k

)
≥ 0.

Таким образом, доказано, что (−1)l−1Δl(Δk) ≥ 0. Следовательно, по-
следовательность {−Δk}∞0 - вполне монотонна. Отсюда, применив свой-
ство вполне монотонных последовательностей из [33], найдем, что

(−1)r Δrqk ≥ 0, (r = 1, 2, ...k = 0, 1, 2, ...).

Итак, последовательность {qn}∞0 - вполне монотонна. Воспользовав-
шись теоремой 5.1, доказательство завершим.

Теорема 5.3 Если функция u (rη) - гармоническая функция в области
V и непрерывна на V̄ , то функция L(ω) [u (rη)] , гармоническая функция
в той же области V, и для любого ρ (0 < ρ < 1) справедлива интеграль-
ная формула

u (rη) =

∫
S

G(
r

ρ
η, ξ;ω) uω (ρξ) dSξ, (0 ≤ r < ρ , η ∈ S) (5.6)

где
uω (rη) ≡ L(ω) [u (rη)] .

Доказательство. В силу теоремы 5.2 функция L(ω) [u (rη)] гармониче-
ская в области Vρ =

{
x ∈ Rn : x

ρ
∈ V

}
, и, поэтому она может быть пред-

ставлена формулой Грина

uω(rη) =

∫
S

G(
r

ρ
η, ξ)uω(ρξ)dSξ.
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Введем к рассмотрению функцию

v (rη) =

∫
S

G(
r

ρ
η, ξ;ω) uω (ρξ) dSξ, (0 ≤ r < ρ , η ∈ S) .

Действие оператора L(ω) таково, что

L(ω)

[
G

(
r

ρ
η, ξ;ω

)]
= G

(
r

ρ
η, ξ

)
. (5.7)

Таким образом, L(ω) [v (rη)] = uω (rη) , и, поэтому, v (rη) = u (rη) . Фор-
мула доказана.

5.3 Класс функций, ассоциированных с функ-
цией ω (x) ∈ Ω , и его структурное пред-
ставление.

Пусть U(ω)− класс гармонических в области V функций u(rη) , удовле-
творяющих условию

sup
0<r<1

⎧⎨
⎩
∫
S

∣∣u(ω) (rη)∣∣ dSη

⎫⎬
⎭ <∞,

где
u(ω) (rη) = L(ω) [u (rη)] .

Теорема 5.4 1) Класс U(ω) совпадает с множеством функций u(rη) ,
представимых в виде интеграла

u (rη) =

∫
s

G(rη, ξ;ω) dΨ(Sξ) (5.8)

где Ψ(Sξ) - произвольная функция множества с конечным полным изме-
нением на S; в представлении (5.8) данной функции u(rη) ∈ U(ω) соот-
ветствующая функция Ψ(θ) может быть определена с помощью пре-
дела

Ψ(Sξ) = lim
n→∞

∫
Sξ

u(ω) (ρnη) dη, (5.9)
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где Sξ - произвольное подмножество S, {ρn} , 0 < ρ1 < ρ2 < ... < ρn <
..., ρn ↑ 1− некоторая возрастающая последовательность.

2) Класс U∗(ω) ∈ U(ω) гармонических в области V функций, для кото-
рых

u(ω) (rη) ≥ 0 (rη ∈ V ) , (5.10)

совпадает с множеством функций, представимых в виде (5.8), где функ-
ция Ψ(Sξ) не убывает на S [16].

Доказательство. Предположим, что функция u( rη ) ∈ U(ω). Тогда, в
силу теоремы 5.3, для любого ρ ∈ (0 , 1) имеет место представление

u (rη) =

∫
S

G(
r

ρ
η, ξ ;ω) dΨρ(Sξ) , (0 ≤ r < ρ, ξ ∈ S) , (5.11)

где

Ψρ (Sξ) =

∫
Sξ

u(ω) (ρη) dη. (5.12)

Далее, так как функция u(r η ) ∈ U(ω), то из (5.12) следует, что

| Ψρ (ρ) | ≤ K,
∣∣∣ V
S
(Ψρ)

∣∣∣ ≤ K (0 < ρ < 1)

где

K = sup
0<r<1

⎧⎨
⎩
∫
S

∣∣u(ω) (rη)∣∣ dη
⎫⎬
⎭ <∞.

Значит, для семейства функций Ψ = { Ψρ (Sξ) } (0 < ρ < 1) выпол-
нены условия первой теоремы Хелли [16] . А потому на S существует
вещественная функция Ψ(Sξ) с конечным полным изменением и такая
последовательность ρn ↑ 1, что в каждой точке η ∈ S

Ψ (Sξ) = lim
k→∞

Ψρ; (Sξ) = lim
k→∞

∫
Sξ

u(ω) (ρkη) dη.

Отсюда, в силу второй теоремы Хелли, имеем

lim
k→∞

∫
S

G(
r

ρk
η, ξ ;ω) dΨρ;(Sξ) =

∫
S

G(rη, ξ;ω) dΨ(Sξ) . (5.13)
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Фиксируя теперь значение rη ∈ V, напишем формулу (5.11) , полагая
ρ = ρk > r (k ≥ k0) . Переходя после этого в (5.11) к пределу при k →∞,
в силу (5.13) , получим представление (5.8) с функцией Ψ(Sξ), определя-
емой из (5.9).

Покажем теперь, что любой интеграл вида (5.8) представляет некото-
рую функцию из класса U(ω). В самом деле, гармоничность любой такой
функции в области V следует из гармоничности самого ядра

(G(rη, ξ;ω) =
∞∑
n=0

qnr
nGn (η, ξ) , (5.14)

для всех значений параметра η ∈ S. Далее, так как в силу (5.4),

L(ω)
[
rk
]
=
rk

qk
(k = 0, 1, 2, ...) ,

то
L(ω)G (rη, ξ;ω) = G (rη, ξ) . (5.15)

Значит, если функция u(r η ), представима в виде (5.8), то в силу (5.15),
будем иметь:

u(ω) (rη) = L(ω) [u (rη)] =

∫
Sξ

G(rη, ξ;ω) dΨ(Sξ) (5.16)

но так как G(rη, ξ) - неотрицательно и для ядра G(rη, ξ) выполнено усло-
вие: ∫

S

G(rη, ξ;ω) dS = 1 (5.17)

то из (5.16) находим

∫
S

∣∣u(ω) (rη)∣∣ dSη ≤
∫
S

|dΨ(Sξ)| (0 < r < 1) ,

при этом, поскольку ее правая часть от r не зависит, то это и означает,
что u(rη) ∈ U(ω). Для каждой функции u(r η ) ∈ U∗(ω) в представлении
(5.8) не убывание функции Ψ(Sξ) на множестве S, следует из (5.12).

Обратно, если в представлении (5.8) функция Ψ(Sξ) не убывает, то
из (5.8) будет следовать, что u(ω) (rη) ≥ 0 (rη ∈ V ) ,т.е. u(r η ) ∈ U∗(ω).
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Пусть U класс гармонических в области V функций u(rη), удовлетво-
ряющих условию

sup
0<r<1

⎧⎨
⎩
∫
S

| u (rη) | dSη

⎫⎬
⎭ <∞.

Согласно теореме 5.4, класс U совпадает с множеством функций, до-
пускающих представление в виде интеграла Стилтьеса

∫
S

G(rη, ξ) dΨ(Sξ),

где Ψ(Sξ) - произвольная вещественная функция с конечным полным
изменением на S.

Теорема 5.5 Если функция ω (x) ∈ Ω не убывает на [0,1) и ω (x) ↑ +∞
при x ↑ 1 , то

U(ω) ⊂ U ; (5.18)

если же функция ω (x) ∈ Ω не возрастает на [0,1) и ω (x) ↓ 0 при x ↑ 1 ,
то

U ⊂ U(ω). (5.19)

Доказательство. Пусть u(r η ) ∈ U(ω). Тогда, согласно теореме 5.4,

u (rη) =

∫
s

G(rη, ξ;ω) dΨ(Sξ) . (5.20)

При этом согласно (5.2) G (rη, ξ;ω) ≥ 0 (0 ≤ r < 1, η, ξ ∈ S) . Далее, в
силу (5.17), ∫

S

G(rη, ξ;ω) dSξ = 1 , (0 ≤ r < 1, η ∈ S)

и потому из (5.20) следует оценка

sup
0<r<1

⎧⎨
⎩
∫
S

|u (rη)| dSη

⎫⎬
⎭ ≡ I [u] <∞. (5.21)
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Положив ω (1) = 0, можно считать, что функция ω (x) непрерывная на
[0,1]. Как не возрастающая функция конечного изменения, ω (x) почти
всюду на [0,1] обладает производной ω′ (x) ∈ L(0, 1), поэтому ( см.[16])
имеет место представление

L(ω) [u (rη)] =

1∫
0

u (xrη) ω′ (x) dx (0 ≤ r < 1, η ∈ S) .

Отсюда, ввиду (5.21), следует оценка∫
S

| L(ω) [u (rη)] | dSη ≤ I [u]

1∫
0

|ω′ (x)| dx (0 ≤ r < 1) ,

т.е.u(r η ) ∈ U(ω). Значит, (5.19) справедливо.

5.4 Проблема моментов на компактной по-
верхности.

Установим достаточные условия разрешимости проблемы моментов , ас-
социированной с функцией ω (x) ∈ Ω.

Теорема 5.6 Пусть функция ω (x) ∈ Ω убывает на [0,1], Ψ0(Sξ) - неубы-
вающая ограниченная функция на S. Тогда проблема моментов

cn (η) =

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ(Sξ) (n = 0, 1, 2, ...),

где

cn (η) = qn

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ0 (Sξ) (5.22)

имеет решение Ψ(Sξ) = Ψ(ω)(Sξ) в классе неубывающих и ограниченных
функций.

Доказательство. Образуем гармоническую функцию класса U(ω)

u0 (rη) =

∫
S

G(rη, ξ;ω) dΨ0(Sξ) (5.23)
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Так как в рассматриваемом случае dΨ0(Sξ) ≥ 0, и, согласно (5.5), ядро
G (rη, ξ;ω) ≥ 0 , то имеем также u0 (rη) ≥ 0. Поэтому, согласно теореме
5.4, существует неубывающая ограниченная функция Ψ(ω)(Sξ) такая, что

u0 (rη) =

∫
s

G(rη, ξ) dΨ(ω)(Sξ) . (5.24)

Имея в виду разложение (5.14) и формулы (5.23),(5.24), получим, что
при любом η ∈ S выполнено:

qn

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ0 (Sξ) =

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ(ω) (Sξ) (n = 0, 1, 2, ...), (5.25)

Наконец, из (5.22), вытекает:

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ(ω) (Sξ) = cn (η) (n = 0, 1, 2, ...),

что и требовалось доказать.

Теорема 5.7 Пусть функция ω (x) ∈ Ω не возрастает на [0,1] и ω (x) ↓
0 при x ↑ 1 , а Ψ0(Sξ) - функция конечного изменения на S. Тогда про-
блема моментов

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ(Sξ) = c̃n (η) (n = 0, 1, 2, ...),

где

c̃n (η) =
1

qn

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ0 (Sξ) , (5.26)

имеет решение Ψ(S) = Ψ̃(ω)(Sξ) в классе функций с конечным измене-
нием на S.

Доказательство. Образуем гармоническую функцию класса U

ũ0 (rη) =

∫
S

G(rη, ξ) dΨ0(Sξ) . (5.27)
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Тогда, согласно теореме 5.2 , имеем также ũ0 (rη) ∈ U∗(ω). Отсюда, в силу
теоремы 5.4 , следует существование функции Ψ(Sξ) = Ψ̃(ω)(Sξ) конечно-
го изменения на S такой, что

ũ0 (rη) =

∫
S

G(rη, ξ;ω) dΨ̃(ω)(Sξ) . (5.28)

Теперь, имея в виду разложение (5.14) и формулы (5.27), (5.28), найдем
что ∫

S

Gn(η, ξ) dΨ0(Sξ) = qn

∫
S

Gn(η, ξ) dΨ(ω)(Sξ) , n = 0, 1, 2, .... (5.29)

Отсюда так же, как и при доказательстве теоремы 5.6 получим, что

c̃n (η) =

∫
S

Gn (η, ξ) dΨ(Sξ) (n = 0, 1, 2, ...).

Теорема доказана.
Следствие 5.1. Пусть S- единичная сфера из R3. Пусть функция

ω (x) ∈ Ω убывает на [0,1], Ψ0(Sξ) - неубывающая ограниченная функция
на S. Тогда проблема моментов

ck (η) =

∫
S

ηkdΨ(Sξ) (k ∈ Z3
+),

где

ck (η) = q|k|

∫
S

ηkdΨ0 (Sξ) (5.30)

имеет решение Ψ(Sξ) = Ψ(ω)(Sξ) в классе неубывающих и ограниченных
функций.

Доказательство. Из формулы (5.25) следует, что

Gk (η, ξ) =
1

4π
(2k + 1) Pk (〈η, ξ〉) , 〈η, ξ〉 =

n∑
i=1

ηiξi,

Pk -полиномы Лежандра. При этом равенство (5.29) принимает вид
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∫
S

Pn (〈η, ξ〉) dΨ0(Sξ) = qn

∫
S

Pn (〈〈η, ξ〉〉) dΨ(ω)(Sξ) , n = 0, 1, 2, ....

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях. В итоге имеем

∫
S

〈〈η, ξ〉〉n dΨ0(Sξ) = qn

∫
S

(〈η, ξ〉)n dΨ(ω)(Sξ) , n = 0, 1, 2, ....

Подействуем на правую и левую части последнего равенства опера-
тором 1

k1!...kn!
∂|k|

∂ξk1 ...∂ξkn
. В результате получим требуемое соотношение

∫
S

ξk dΨ0(Sξ) = qn

∫
S

ξk dΨ(ω)(Sξ) , n = 0, 1, 2, ....
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Глава 6

Оператор Римана- Лиувилля
для функций, гармонических в
верхней полуплоскости

6.1 Оператор Римана- Лиувилля и его свой-
ства

Определение 6.1. Скажем, что функция ω (x) ∈ Ω, если
1) ω (x) неотрицательна и непрерывна на (0,∞) ;
2) для каждого λ > 0 существует интеграл

∞∫
0

e−λxω (x) dx, λ > 0;

3) при x→∞ выполнено условие ω (x) ∼ 1
Γ(β)

xβ−1L (x) , с некоторым
0 < β ≤ 1 и L(x)- некоторой медленно растущей функцией [13].

Введем к рассмотрению функцию

Δ(λ) = |λ|
∞∫
0

e−|λ|xω (x) dx. (6.1)

Лемма 6.1 Функция Δ(λ) обладает следующими свойствами:
1) определена всюду в R\{0} ;
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2) функция Δ(λ) > 0, λ ∈ R∗;
3) если функция ω (x) не возрастает на (0,∞), то функция

q (λ) = 1
Δ(λ)

- вполне- монотонна в (0,∞) [33].

Доказательство. Из определения функции Δ(λ) следует равенство

Δ′ (λ) =

∞∫
0

(1− λx) e−λxω (x) dx.

Для интеграла в правой части имеем неравенство:

Δ′ (λ) =
∞∫
0

(1− λx) e−λxω (x) dx ≥

≥
1
λ∫
0

(1− λx) e−λxω
(
1
λ

)
dx−

∞∫
1
λ

(λx− 1) e−λxω
(
1
λ

)
dx =

=
∞∫
0

(1− λx) e−λxω
(
1
λ

)
dx = 0.

Таким образом, функция Δ(λ) - монотонно возрастает на (0,∞) и,
значит, не обращается в ноль. Рассуждения, аналогичные приведенным,
показывают что выполняются условия

(−1)l−1 d

dλl

l

(Δ (λ)) ≥ 0, l = 2, 3, 4, ...

Функция 1
Δ(λ)

задана на R∗. Установим ее вполне- монотонность. В
самом деле: так как функция Δ(λ) - вполне- монотонна, то функция
Δ(λ) имеет вполне- монотонную производную. Тогда функция 1

Δ(λ)
так-

же вполне- монотонна как композиция вполне монотонной функции 1
λ
и

функции Δ(λ) с вполне- монотонной производной [33].

Лемма 6.2 Если функция a (τ) вполне монотонна, т.е.

(−1)r a(r) (τ) ≥ 0, (τ > 0, r ∈ N), ,

то интеграл

1
(2π)n

∞∫
−∞

e−|λ|(y+t)a (|λ|) eiλ(x−ς)dλ ;

∞∫
−∞

...dλ =
∞∫
−∞

...dλ.1...
∞∫
−∞

...dλ.n ;
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|λ| =
√
λ21 + ...+ λ2n; ς = (ς1, ...ςn) , t = (t1, ..., tn) ,

eiλ(x−ς) = eiλ1(x1−ς1)...eiλn(xn−ςn),

при каждом фиксированном значении параметров ς, t сходится к
неотрицательной функции, гармонической в верхней полуплоскости y>0
при этом функция e−|λ|(y+t)a (|λ|) e−iλς является ее образом Фурье.

Доказательство. Согласно теореме С. Н. Бернштейна [33], функция
a (|λ|) является преобразованием Лапласа распределения вероятностей
F , сосредоточенного на [0, ∞ ). Таким образом,

a (λ) =

∞∫
0

e−λ tdF (t) , λ ≥ 0.

Рассмотрим функцию

P (x− ς, y + t) =
1

(2π)n

∞∫
−∞

e−|λ|(y+t)eiλ(x−ς)dλ. (6.2)

Интеграл в правой части (6.2) считается в конечном виде:

P (x− ς, y + t) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

y + t[
|x− ς|2 + (y + t)

] n
2
.

Следовательно, ядро P (x− ς, y + t) неотрицательно, суммируемо по
переменной ς [16]. Из теоремы Фубини следует, что функция

∞∫
0

P (x− ς, y + t) dF (t)

неотрицательна, суммируема по аргументам (x,y,t). Нетрудно видеть,
что интеграл в правой части (6.2) сходится равномерно по аргументу t.
Интегрируя под знаком интеграла в (6.2), вспоминая определение функ-
ции a (λ) , найдем равенство

∞∫
0

P (x− ς, y + t) dF (t) =
1

π

∞∫
−∞

e−|λ|(y+t)eiλ(x−ς)a (|λ|) dλ.
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Из установленного тождества следует, что интеграл (6.2) сходится к
неотрицательной функции, суммируемой по всем аргументам, и является
интегралом Фурье этой функции по аргументу x. Теорема доказана.

Введем обобщенный оператор Римана- Лиувилля L(ω) для верхней
полуплоскости:

L(ω) [ϕ (y)] = − d

dy

∞∫
0

ϕ (t+ y) dF (t) .

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся в том,
что операторы D , D̄ и L(ω) коммутируют. Следовательно,

DD̄ (L(ω)[u]) = L(ω)
[
DD̄ (u)] = 0.

Теорема доказана.

6.2 Обобщенная формула Пуассона, ассоци-
ированная с функцией ω (x) ∈ Ω.

Рассмотрим несобственный интеграл

P (x− ς, y;ω) =
1

2π

∞∫
−∞

e−|λ|yq (|λ|) eiλ(x−ς)dλ, (6.3)

в котором функция q(|λ|) определена формулой q (|λ|) = Δ−1 (|λ|) . Ин-
теграл в правой части (6.3) сходится для всех (x, y) из верхней полуплос-
кости. В самом деле, как следует из определения класса Ω, для функции
q (|λ|) имеет место асимптотическое равенство [16]

q (|λ|) ∼ λβ−1

L
(
1
λ

) .
Таким образом, определен интеграл Лапласа (6.3). Следовательно,

функция P (x− ς, y;ω) является гармонической в верхней полуплоскости
D.

Замечание 6.1. В случае, когда функция ω (x) ∈ Ω не возрастает на
[0,∞) , семейство гармонических функций P (x − ς, y;ω) удовлетворяет
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условию
P (x− ς, y;ω) ≥ 0, x ∈ D, (6.4)

Доказательство. Согласно лемме 6.1 функция q (λ) - вполне- монотон-
на. Воспользовавшись теоремой 2.1, доказательство завершим.

Теорема 6.1 .Если функция u = u(x, y) гармоническая в верхней полу-
плоскости D, то функция L(ω) [u(x, y)] -гармоническая в той же обла-
сти D . Для любого ρ (0 < ρ <∞) справедлива интегральная формула

u (x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y − ρ, ω) u(ω) (ς, ρ) dς (6.5)

(dς = dς1...dςn−1; (x, y) ∈ Dr = {(x, y) : y > r} , 0 ≤ r < ρ) ,

где

uω (x, y) ≡ L(ω) [u (x, y)] .

Доказательство. В силу теоремы 2.2 функция L(ω) [u (x, y)] гармони-
ческая в области D, и, поэтому она может быть представлена в виде
интеграла:

∞∫
0

u (x, y + t) dF (t) .

Указанный интеграл может быть преобразован при помощи формулы
Пуассона к виду

∞∫
0

u (x, y + t) dF (t) =

∞∫
0

P (x− ς, ρ,Δ) u (ς, ρ) dς. (6.6)

Для ядра P (x− ς, y − ρ; Δ) справедливо представление

P (x− ς, y − ρ; Δ) =
1

(2π)n

∞∫
−∞

e−|λ|(y−ρ)Δ(|λ|) eiλ(x−ς)dλ,

в котором правая часть имеет смысл, ввиду определения класса Ω.
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Для ρ (0 < ρ < 1) интеграл

P (x− ς, y − ρ;ω) =
1

2π

∞∫
−∞

e−|λ|(y−ρ)q (|λ|) eiλ(x−ς)dλ, (6.7)

сходится равномерно относительно параметра ς при любом фиксирован-
ном (x, y) ∈ Dr. Используя формулу для преобразования Фурье произ-
ведения [16], будем иметь

∞∫
−∞

P (x− ς, y − ρ, ω) u(ω) (ς, ρ) dς = F−1
[
F (P ) F

(
u(ω)

)]
. (6.8)

Из формулы (6.7) найдем

F [P ] = e−|λ|(y−ρ)q (|λ|) e−iλς .
Аналогично, из формулы (6.8) установим равенство

F [u(ω)] =

∞∫
−∞

e−|λ|ρΔ(|λ|) eiλ(ς−σ)u (σ, ρ) dσ.

Подставив найденные значения F [P ] и F [u(ω)] в формулу (6.6), найдем
требуемое равенство. Вспоминая интегральную формулу Пуассона для
полупространства [18], имеющую вид

Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y − ρ) u (ς, ρ) dς = u (x, y) ,

доказательство теоремы закончим.

6.3 Класс функций, ассоциированных с функ-
цией ω (x) ∈ Ω, и его структурное пред-
ставление.

Пусть U(ω)− класс гармонических в области D функций u(x, y), удовле-
творяющих условию
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sup
0<ρ<∞

{ ∞∫
−∞

| u(ω) (ς, ρ) | d ς
}
< +∞,

где
uω (x, y) ≡ L(ω) [u (x, y)] .

Теорема 6.2 1) Если функция u = u(x, y) из класса U(ω), то функция
u (x, y) представляется в виде интеграла Стильтьеса [16]

u (x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y;ω) dΨ(ς) , (6.9)

где Ψ(ς) - произвольная вещественная функция с конечным полным из-
менением на R n ; в представлении (6.9) данной функции u (x, y) ∈ U(ω)

соответствующая функция Ψ(ς) может быть определена с помощью
предела

Ψ(ς) = lim
m→∞

ς∫
−∞

u (η, ρm) dη, (6.10)

где {ρm} , ρ1 > ρ2 > ... > ρm > ..., ρm ↑ 0− некоторая убывающая
последовательность.

Обратно, если Ψ(ς) - произвольная вещественная функция с конеч-
ным полным изменением на Rn, то интеграл Стильтьеса

Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y;ω) dΨ(ς) ,

определяет гармоническую функцию из класса U(ω).
Если функция u(x, y) из класса U∗(ω) ⊂ U(ω) гармонических в области

D функций, для которых

uω (x, y) ≡ L(ω) [u (x, y)] ≥ 0, (x, y) ∈ D,
то функция u (x, y) представима в виде (6.9), где функция Ψ(ς) не

убывает на Rn,т.е. Ψ(ς1) ≤ Ψ(ς2) как только ς1i ≤ ς2i , i = 1, ..., n.
Обратно, если Ψ(τ, θ) - произвольная вещественная функция неубы-

вающая на Rn, то интеграл Стильтьеса
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Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y;ω) dΨ(ς) ,

определяет гармоническую функцию из класса U∗(ω).

Доказательство. Предположим, что функция u (x, y) ∈ U(ω). Тогда, в
силу формулы (6.5), для любого ρ ∈ (0 , ∞) имеет место представление

u ( x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y − ρ;ω) dΨρ (ς) , (x, y) ∈ Dr , (6.11)

где

Ψρ (ς) =

ς∫
−∞

u(ω) (η, ρ) dη.

Далее, так как функция u (x, y) ∈ U(ω), то из (6.11) следует, что

| Ψρ (ς) | ≤ K,

∣∣∣∣ V
Rn

(Ψρ)

∣∣∣∣ ≤ K (0 < ρ <∞)

где

K = sup
0<ρ<∞

{ ∞∫
−∞

| u(ω) (ς, ρ) | d ς
}
< +∞ .

Значит, для семейства функций Ψ = { Ψρ (ς) } (0 < ρ <∞) выпол-
нены условия первой теоремы Хелли [16] . А потому на Rn существует
вещественная функция Ψ(ς) с конечным полным изменением и такая по-
следовательность ρn ↑ 0, что в каждой точке Rn

Ψ (ς) = lim
k→∞

Ψρ; (ς) = lim
k→∞

ς∫
−∞

u (η, ρk) dη.

Отсюда, в силу второй теоремы Хелли, имеем

lim
k→∞

∞∫
−∞

P (x− ς, y − ρk, ω) dΨρk(ς) =

∞∫
−∞

P (x− ς, y, ω) dΨ(ς). (6.12)
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Фиксируя теперь значение (x, y) ∈ D, напишем формулу (6.11) , пола-
гая ρ = ρk > r (k ≥ k0) . Переходя после этого в (6.11) к пределу при
k → ∞, в силу (6.12) , получим представление (6.9) с функцией Ψ(ς),
определяемой из (6.12).

Покажем теперь, что любой интеграл вида (6.11) представляет функ-
цию из класса U(ω). В самом деле, гармоничность любой такой функции
в области D следует из гармоничности самого ядра P (x−ς, y;ω) для всех
значений параметра ς ∈ R. Далее в силу (6.3) имеем равенство

L(ω)P (x− ς, y;ω) = P (x− ς, y). (6.13)

Значит, если функция v (x, y) , представима в виде (6.9) ,то в силу (6.13)
получим:

v(ω) (x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y) dΨ0 (ς) , z ∈ D . (6.14)

Учитывая, что P (x − ς, y) - неотрицательно и для ядра P (x − ς, y)
выполнено условие:

Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y) dς = 1 ,

из (6.14) находим

∞∫
−∞

∣∣ v(ω) (ς, ρ) ∣∣ dς ≤
∞∫

−∞

| dΨ(ς) | (0 < ρ < 1) ,

при этом поскольку ее правая часть от ρ не зависит, то это и означает,
что vω(x, y ) ∈ U(ω).

То, что для каждой функции u( x, y ) ∈ U∗(ω) в представлении (6.9)
функция Ψ(ς) не убывает, следует из (6.10) .

Обратно, если в представлении (6.9) функция Ψ(ς) не убывает на R,
то из (6.10) будет следовать, что

v(ω) (x, y) ≥ 0 ((x, y) ∈ D) ,

т.е. v (x, y) ∈ U∗(ω).
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Пусть U− класс гармонических в области D функций u = u(x, y),
удовлетворяющих условию

sup
0<ρ<∞

{ ∞∫
−∞

| u (ς, ρ) | d ς
}
< +∞ .

Согласно теореме 6.4, для любой функция u( x, y ) из класса U функ-
ция u (x, y) допускает представление в виде интеграла Стильтьеса

u (x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y) dΨ(ς) ,

где Ψ(θ) - произвольная вещественная функция с конечным полным
изменением на Rn.

Теорема 6.3 Если функция ω (x) ∈ Ω не возрастает на [0,∞) и функ-
ция u( x, y ) ∈ U(ω), то

u (x, y) ∈ U ;
если же функция ω (x) ∈ Ω не убывает на [0,∞) ;
ω (0) = 0 , ω (x) ↑ ω (∞) при x ↑ ∞ ,
и функция u( x, y ) ∈ U, то u(x,y) ∈ U(ω) .

Доказательство. Пусть u( x, y ) ∈ U(ω). Тогда, согласно теореме 6.4

u(x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y ;ω) dΨ(ς) . (6.15)

При этом, согласно (6.4)

P (x− ς, y;ω) ≥ 0 (x, y) ∈ D, ς ∈ Rn.

Далее, непосредственным интегрированием устанавливается тожде-
ство:

Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y ;ω) dς = ω (∞) ,
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и потому из (6.16) следует оценка

sup
0<ρ<∞

{
∞∫

−∞

| u(ω) (ς, ρ) | d ς} ≡ I[u] < +∞ . (6.16)

Как неубывающая функция конечного изменения, ω (x) почти всюду на
[0,∞) обладает производной ω′ (x) ∈ L(0,∞) , поэтому имеет место пред-
ставление

L(ω) [u (x, y)] =

∞∫
0

u (x, y + t) ω′ (t) dt ((x, y) ∈ D) .

Отсюда, ввиду (6.16), следует оценка
∞∫

−∞

| u(ω) (ς, ρ) | dς ≤ sup
0<ρ<∞

∞∫
−∞

| u (ς, ρ) | dς
∞∫
0

ω′ (t) dt , 0 < ρ <∞ .

Таким образом, u( z, z̄ ) ∈ U(ω). Значит, (6.15) справедливо.

6.4 Функциональные множители для
преобразования Фурье- Стильтьеса,
ассоциированные с функцией ω (x) ∈ Ω.

Ниже устанавливаются достаточные условия разрешимости проблемы
функциональных множителей для преобразований Фурье- Стильтьеса.
Мы выясним, каким условиям должна удовлетворять функция Δ(|λ|)
для того, чтобы произведение G (λ) = Δ (|λ|)F (λ) было преобразова-
нием Фурье- Стильтьеса некоторой меры g(x) всякий раз, когда F (λ)
представляет собой преобразование Фурье- Стильтьеса некоторой меры
f (x).

Теорема 6.4 Пусть функция ω (x) ∈ Ω не возрастает на (0,∞) , Ψ0(ς)
-неубывающая ограниченная функция на Rn, тогда проблема функцио-
нальных множителей

F (λ) =

∫
Rn

e−iλς dΨ(ς) ,
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где
F (λ) = Δ−1 (|λ|)

∫
Rn

e−iλς dΨ0 (ς) , (6.17)

имеет решение Ψ(ς) = Ψ(ω)(ς) в классе неубывающих и ограниченных
функций.

Доказательство. Образуем гармоническую функцию

u 0 ( x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y;ω) dΨ0 (ς) . (6.18)

Так как в рассматриваемом случае dΨ0(ς) ≥ 0 и

P (x− ς, y;ω) ≥ 0, (x, y) ∈ D, ς ∈ Rn,

то имеем также u0 (x, y) ≥ 0.
Далее, по теоремам 6.4 и 6.5 существует неубывающая ограниченная

функция Ψ(ω)(θ) такая, что

u 0 ( x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y) dΨ(ω) (ς) . (6.19)

Имея ввиду разложения (6.18),(6.19) и формулу для образа Фурье

F [P (x− ς, y;ω)] = e−|λ|yq (|λ|) e−iλς , F [P (x− ς, y)] = e−|λ|ye−iλς ,

найдем, что при любом λ ∈ Rn выполняется равенство:∫
Rn

e−|λ|ye−iλς dΨ(ω) (ς) =

∫
Rn

e−|λ|yq (|λ|) e−iλςdΨ0 (ς) .

Применив равенство q (|λ|) = Δ−1 (|λ|) , доказательство закончим.

Теорема 6.5 Пусть функция ω (x) ∈ Ω , ω (0) = 0 , ω (x) ↑ ω (∞) при
x ↑ ∞ не убывает на [0,∞) ; Ψ0(ς) - ограниченная функция конечного
изменения на Rn, тогда проблема функциональных множителей
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F̃ (λ) =

∫
Rn

e−iλς dΨ(ς) ,

где
F̃ (λ) = Δ (|λ|)

∫
Rn

e−iλς dΨ0 (ς) , (6.20)

имеет решение Ψ(ς) = Ψ(ω)(ς) в классе ограниченных функций конечного
изменения на Rn.

Доказательство. Образуем гармоническую функцию класса U

ũ 0 ( x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y) dΨ0 (ς) . (6.21)

Тогда, согласно теореме 6.5, имеем также ũ0 (x, y) ∈ U(ω). Отсюда, в силу
теоремы 6.4 , следует существование функции Ψ(ς) = Ψ̃(ω)(ς) конечного
изменения на M такой, что

ũ0 (x, y) =
Γ
(
n
2

)
π

n
2

∞∫
−∞

P (x− ς, y;ω) dΨ̃(ω) (ς) . (6.22)

Имея в виду разложения (6.19),(6.20) и формулу для образа Фурье

F [P (x− ς, y;ω)] = e−|λ|yq (|λ|) e−iλς , F [P (x− ς, y)] = e−|λ|ye−iλς ,

найдем, что при любом λ ∈ Rn выполняется равенство:∫
Rn

e−|λ|ye−iλς dΨ0 (ς) =

∫
Rn

e−|λ|yq (|λ|) e−iλςdΨ(ω) (ς) . (6.23)

Отсюда так же, как и при доказательстве теоремы 6.6, получаем утвер-
ждение теоремы.
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Глава 7

Интегральные преобразования
Фурье с неразделенными
переменными на компактах из
Rn

7.1 Постановка задачи
В литературе хорошо известна связь между функцией Грина и соответ-
ствующей собственной функцией [31]. Мы предлагаем более прямой под-
ход по применению функции Грина в теории интегральных преобразо-
ваний. Приведем два примера. Первый связан с интегральной формулой
Пуассона для круга, имеющей вид

u(reiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − ϕ) + r2
f(θ)dθ

Разложение ядра Пуассона в ряд по степеням r имеет вид

1− r2

1− 2r cos(ϕ− θ) + r2
= 1 + 2

∞∑
k=1

rn cos k(ϕ− θ).

Конечным интегральным преобразованием периодической на отрезке
[0, 2π] функции f(ϕ) назовем
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f̂k(ϕ) =
1

2π

2π∫
0

cos k(θ − ϕ)f(θ)dθ.

Для обратного преобразования Фурье на отрезке [0, 2π] имеем выра-
жение

f(ϕ) = f̂0 + lim
r→1

2
∞∑
k=1

rkf̂k.

Рассматривая интегральную формулу Пуассона для полуплоскости,
получаем соответствующий континуальный аналог: интегральным пре-
образованием Фурье на действительной оси функции f(x) назовем

f̂(x, λ) =
1

π

∞∫
−∞

cosλ(x− ξ)f(ξ)dξ.

Для обратного преобразования Фурье на действительной оси имеем
выражение

f(x) = lim
y→0

∞∫
0

e−λyf̂(x, λ)dλ.

Пусть V− ограниченная звездообразная относительно начала коор-
динат область из Rn, граница которой S- регулярная по Ляпунову по-
верхность [17]. Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Лапласа:

Δu = 0, x ≡ (x1, ..., xn) ∈ V (7.1)

lim
x→ξ

u(x) = f(ξ), ξ ∈ S, (7.2)

для произвольной непрерывной на поверхности S функции f = f (ξ) .
Метод функций Грина [17] позволяет выразить решение задачи Дирихле
(7.1),(7.2) в форме поверхностного интеграла

u(x) =

∫
S

G(x, ξ)f(ξ)dSξ, (7.3)

где G(x, ξ) - функция Грина.
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Заметим, что область V допускает параметризацию

V = {x : x = rη; η ∈ S, 0 ≤ r < 1} .
При этом оператор Лапласа запишется в виде:

Δu ≡ 1

η2
1

rn−1
∂

∂r
(rn−1

∂u

∂r
) +

1

r2
Δηu, (7.4)

здесь Δη - оператор Лапласа на поверхности S, а

η2 = η21 + ...+ η2n.

Рассмотрим функцию Грина G(rη, ξ). Как известно, эта функция
вещественно- аналитична по всем своим аргументам [17], в частности,
она аналитична по r. Запишем разложение функции Грина в степенной
ряд по переменной r:

G(rη, ξ) =
∞∑
k=0

Gk(η, ξ)r
k. (7.5)

В соответствии с интегральной формулой (7.3) имеем теорему разложе-
ния.

Теорема 7.1 Пусть функция f = f(η) определена и непрерывна на по-
верхности S, тогда для каждой точки η ∈ S, справедлива формула раз-
ложения

f(η) = lim
r→1

∞∑
k=1

rk
∫
S

Gk(η, ξ)f(ξ)dSξ. (7.6)

Интегральное тождество (7.6) позволяет ввести прямое и обратное ко-
нечные интегральные преобразования Фурье на поверхности S.

7.2 Прямое и обратное преобразования Фу-
рье на S

Определение 7.1. Конечным интегральным преобразованием Фурье на
поверхности S непрерывной функции f(ξ) назовем

Fk[f ](η) =

∫
S

Gk(η, ξ)f(ξ)dSξ ≡ f̂k(η). (7.7)
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Обратным интегральным преобразованием Фурье на поверхности S на-
зовем выражение

F−1k [f̂k](η) = lim
r→1

∞∑
k=1

rkf̂k(η) ≡ f(η). (7.8)

Формулу (7.8) можно рассматривать, как формулу обобщенного сумми-
рования Пуассона на поверхности S.

Теорема 7.2 Если функция f = f(η) дважды непрерывно дифференци-
руема на поверхности S, то справедливо тождество

Fk[ξ
2Δξ(f)](η) = −k(k + n− 2)f̂k(η). (7.9)

Доказательство. Пусть функция u = u(rη) служит решением задачи
Дирихле (7.1),(7.2), т.е.

u(rη) =

∫
S

G(rη, ξ)f(ξ)dSξ. (7.10)

Нетрудно заметить, что функция v(rη) = η2Δη[u](rη) является решением
задачи Дирихле

Δv = 0, x ≡ (x1, ..., xn) ∈ V

lim
x→ξ

v(x) = ξ2Δξ[f ](ξ), ξ ∈ S.

Другими словами, выполняется тождество:

η2Δη[u](rη) =

∫
S

G(rη, ξ)ξ2Δξ[f ](ξ)dSξ. (7.11)

Вместе с тем, из интегрального представления (7.10) следует равенство

η2Δη[u](rη) =

∫
S

η2Δη[G](rη, ξ)f(ξ)dSξ. (7.12)

Воспользовавшись гармоничностью функции u, имеем равенство
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η2Δη[u](rη) = −
1

rn−3
∂

∂r
(rn−1

∂u

∂r
).

Приравняем правые части в формулах (7.11) и (7.12):

∫
S

G(rη, ξ)ξ2Δξ[f ](ξ)dSξ = −
∫
S

1

rn−3
∂

∂r

[
rn−1

∂G

∂r

]
(rη, ξ)f(ξ)dSξ.

Применив разложение функции Грина в ряд (7.5),получаем требуемое
тождество.

Пример 7.1. Пусть поверхность S есть единичная сфера из R3. Опе-
ратор Лапласа на сфере принимает вид

Δu =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
,

где (θ, ϕ) - сферические координаты. Функция Грина задачи Дирихле
для шара имеет вид

G (rη, ξ) =
1

4π

1− r2

(1− 2r 〈η, ξ〉+ r2)
3 / 2

,

здесь 〈η, ξ〉 = η1ξ1+ η2ξ2+ η3ξ3. Ее разложение в ряд Тейлора записы-
вается в форме [17]

1

4π

1− r2

(1− 2r 〈η, ξ〉+ r2)
3/2

=
1

4π

∞∑
k=0

(2k + 1) Pk (〈η, ξ〉) , (7.13)

при этом Pk (〈η, ξ〉) - полиномы Лежандра [17].
Конечным интегральным преобразованием Фурье на сфере S непре-

рывной функции f(ξ) назовем

Fk[f ](η) =
(2k + 1)

4π

∫
S

Pk (〈η, ξ〉) f(ξ)dSξ ≡ f̂k(η). (7.14)

Обратным интегральным преобразованием Фурье на сфере S назовем
выражение

F−1k [f̂k](η) = lim
r→1

∞∑
k=1

rkf̂k(η) ≡ f(η). (7.15)
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Основное тождество интегрального преобразования оператора Лапласа
на сфере имеет вид

Fk[Δξ(f)](η) = −k(k + 1)f̂k(η).
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Глава 8

Преобразования Фурье с
неразделенными переменными
на некомпактных поверхностях.

8.1 Постановка задачи
Будем считать, что неограниченная область V из Rn+1 имеет гладкую
границу S, если

V =
{
(x1, ..., xn, y) ∈ Rn+1 : y > ρ (x1, ..., xn) , x ∈ Rn

}
где ρ - функция класса C1 (Rn) . Поверхность

S =
{
(x, y) ∈ Rn+1 : y = ρ (x)

}
−

регулярная по Ляпунову поверхность [17]. Рассмотрим задачу Дирихле
для уравнения Лапласа:

Δu = 0, (x, y) ≡ (x1, ..., xn, y) ∈ V (8.1)

lim
(x,y)→S

u(x, y) = f(ξ, η), (ξ, η) ≡ (ξ1, ..., ξn, η) ∈ S, (8.2)

для произвольной непрерывной на поверхности S функции f = f (ξ, η) ,
удовлетворяющей условиям регулярности на бесконечности:
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f → 0, r →∞rn |gradf | < c, r →∞r = ‖ξ‖2 + η2 (8.3)

где c- некоторая постоянная. В случае известной функция Грина
G(x, y; ξ, η) [17] решение задачи Дирихле (8.1),(8.2) можно выразить в
форме поверхностного интеграла

u(x, y) =

∫
S

G(x, y; ξ, η)f(ξ, η)dSξ,η, (8.4)

Заметим, что областьV допускает параметризацию

V={(x ,y):(x ,y)=(p, q + τ), (p, q) ∈ S, τ > 0}. (8.5)

При этом оператор Лапласа запишется в виде:

Δu ≡ ∂2u

∂τ 2
+Δp,qu, (8.6)

здесь Δp,q - оператор Лапласа на поверхности S.
Рассмотрим функцию Грина G(p, q+ τ ; ξ, η). Как известно, эта функ-

ция вещественно- аналитична по всем своим аргументам [17], в частно-
сти, она аналитична по τ. Запишем представление функции Грина в виде
интеграла Лапласа:

G(p, q + τ ; ξ, η) =

∞∫
0

e−λτG∗ (p, q; ξ, η;λ) dλ, (8.7)

Здесь G∗ (p, q; ξ, η;λ) - оригинал Лапласа функции G(p, q + τ ; ξ, η). В со-
ответствии с интегральной формулой (8.4) имеем теорему разложения.

Теорема 8.1 Пусть функция f = f(ξ, η) определена и непрерывна на
поверхности S, тогда для каждой точки (p, q) ∈ S, справедлива формула
разложения

f(p, q) = lim
τ→0

∞∫
0

e−λτ

⎛
⎝∫

S

G∗(p, q; ξ, η;λ)f(ξ, η)dSξ,η

⎞
⎠ dλ. (8.8)

Интегральное тождество (8.8) позволяет ввести прямое и обратное инте-
гральные преобразования Фурье на некомпактной поверхности S.
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8.2 Прямое и обратное интегральные преоб-
разования Фурье на S

Определение 8.1. Интегральным преобразованием Фурье на поверхно-
сти S непрерывной функции f, удовлетворяющей условиям регулярности
(8.3) на бесконечности, назовем

F [f ](p, q, λ) =

∫
S

G(p, q; ξ, η;λ)f(ξ, η)dSξ,η ≡ f̂(p, q;λ). (8.9)

Обратным интегральным преобразованием Фурье на поверхности S на-
зовем выражение

F−1[f̂](p, q) = lim
τ→0

∞∫
0

e−λτ f̂(p, q;λ)dλ ≡ f(p, q). (8.10)

Формулу (8.10) можно рассматривать, как континуальный аналог фор-
мулы обобщенного суммирования Пуассона на поверхности S.

Теорема 8.2 Если функция f = f(ξ, η) дважды непрерывно дифферен-
цируема на поверхности S, а функция Δξ,η(f) удовлетворяет условиям
регулярности (8.3) на бесконечности, то справедливо тождество

F [Δξ,η(f)](p, q, λ) = −λ2f̂(p, q, λ). (8.11)

Доказательство. Пусть функция u = u(p, q + τ) служит решением за-
дачи Дирихле (8.1),(8.2), т.е.

u(p, q + τ) =

∫
S

G(p, q + τ ; ξ, η)f(ξ, η)dSξ,η. (8.12)

Нетрудно заметить, что функция v(p, q + τ) = Δp,q[u](p, q + τ) является
решением задачи Дирихле

Δv = 0, (p, q + τ) ∈ V

lim
τ→0

v(p, q + τ) = Δp,q[f ](p, q),
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когда (p, q) ∈ S.
Другими словами, выполняется тождество:

Δp,q[u](p, q + τ) =

∫
S

G(p, q + τ ; ξ, η)Δξ,η[f ](ξ, η)dSξ,η. (8.13)

Вместе с тем, из интегрального представления (8.12) следует равенство

Δp,q[u](p, q + τ) =

∫
S

Δp,q[G](p, q + τ ; ξ, η)f(ξ, η)dSξ,η. (8.14)

Воспользовавшись гармоничностью функции u, получим равенство

Δp,q[u](p, q + τ) = −∂
2u

∂τ 2
.

Приравняем правые части в формулах (8.13) и (8.14):

∫
S

G(p, q + τ ; ξ, η)Δξ,η[f ](ξ, η)dSξ,η = −
∫
S

∂2G

∂τ 2
(p, q + τ ; ξ, η)f(ξ, η)dSξ,η.

Применив представление функции Грина в виде интеграла Лапласа

∞∫
0

e−λτ

⎛
⎝∫

S

G∗(p, q; ξ, η;λ)Δξ,η[f ](ξ, η)dSξ,η

⎞
⎠ dλ =

= −
∞∫
0

λ2e−λτ

⎛
⎝∫

S

G∗(p, q; ξ, η;λ)f(ξ, η)dSξ,η

⎞
⎠ dλ,

ввиду теоремы единственности преобразования Лапласа заключаем,
что доказываемое тождество справедливо.

Будем считать, что неограниченная область V из Rn+1 есть полупро-
странство

V =
{
(x1, ..., xn, y) ∈ Rn+1 : y > 0

}
. (8.15)

Решение задачи Дирихле (8.1),(8.2) выражается формулой Пуассона [17]

u(x, y) = Γ

(
n+ 1

2

)
π−

n+1
2

∫
y=0

y[
(x− ξ)2 + y2

] n+1
2

f(ξ)dξ. (8.16)
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При этом оператор Лапласа запишется в виде:

Δu ≡ ∂2u

∂y2
+Δξu, (8.17)

здесь

Δξu ≡
∂2u

∂ξ21
+ ...+

∂2u

∂ξ2n
.

Запишем представление функции Грина в виде интеграла Лапласа:

G(x, y; ξ) =

(
1

2π

)n
2

∞∫
0

λ
n
2 e−λ y

Jn−2
2

(λ |x− ξ|)

|x− ξ|
n−2
2

dλ, (8.18)

Jn−2
2

(λ |x− ξ|) - цилиндрическая функция I рода [19].
В соответствие с интегральной формулой (8.8) имеем теорему разло-

жения:

f(x) = lim
τ→0

∞∫
0

e−λτ

⎛
⎝ 1(√

2π
)n

∫
Rn

λ
n
2 Jn−2

2
(λ |x− ξ|)

|x− ξ|
n−2
2

f (ξ) dξ

⎞
⎠ dλ,

Прямое и обратное преобразования Фурье с неразделенными пере-
менными (8.9), (8.10) принимают вид

F [f ] (x, λ) =
1(√
2π

)n
∫
Rn

Jn−2
2

(λ |x− ξ|)

|x− ξ|
n−2
2

f (ξ) dξ ≡ f̂ (x, λ) , (8.19)

F−1[f̂](x) = lim
τ→0

∞∫
0

λ
n
2 e−λτ f̂(x;λ)dλ ≡ f(x), (8.20)

соответственно. В случае числа измерений n=2 последние формулы за-
писываются:

F [f ] (x, λ) =
1

2π

∫
R2

J0 (λ |x− ξ|) f (ξ) dξ ≡ f̂ (x, λ) , (8.21)
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F−1[f̂](x) = lim
τ→0

∞∫
0

λe−λτ f̂(x;λ)dλ ≡ f(x). (8.22)

Наконец, в пространственном случае n = 3 имеем

F [f ] (x, λ) =
1

2π2

∫
R3

sin (λ |x− ξ|)
|x− ξ| f (ξ) dξ ≡ f̂ (x, λ) , (8.23)

F−1[f̂](x) = lim
τ→0

∞∫
0

λe−λτ f̂(x;λ)dλ ≡ f(x), (8.24)

Основное тождество интегрального преобразования для оператора Ла-
пласа задается равенством

F [Δξ(f)](x, λ) = −λ2f̂(x, λ). (8.25)
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Часть III

Краевые задачи и операторы
преобразования



Глава 9

Неоднородные краевые задачи
для функций, гармонических в
кусочно-однородном
полупространстве

9.1 Задача Штурма- Лиувилля для операто-
ра Фурье в I+n

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченного на
множестве

I+n =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, ln+1 =∞, lj < lj+1,

}

нетривиального решения сепаратной системы линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

(
d2

dx2
+ q2m

)
ym = 0, q2m = a−2m · λ2, am > 0, m = 1, ..., n+ 1 (9.1)

по краевым условиям

Γ0 [y1]|x=l0
= 0, |yn+1| |x=∞ < ∞ (9.2)
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и условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2, (9.3)

здесь Γ0,Γ
k
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы, пере-

становочные с оператором d
dx
.

Пусть при некотором λ рассматриваемая краевая задача имеет нетри-
виальное решение

y (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) .

В этом случае число λ называется собственным значением, а соот-
ветствующее решение y (x, λ) - собственной функцией.

Определим функции αk
j1 = αk

j1

(√
p
)
, αk

j2 = αk
j2

(√
p
)
; Rep ≥ σ0 > 0

равенствами:
Γk
ij

[
e
√
px
]
= αk

ij · e
√
px, i, j = 1, 2; k = 1, ..., n.

И потребуем в дальнейшем выполнения условий

detMkj = det

(
αk
1j

(√
p
)

αk
1j

(
−√p

)
αk
2j

(√
p
)

αk
2j

(
−√p

) )
	= 0, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (9.4)

Обозначим также
ϕn+1

(
x,
√
p
)
= eqn+1·x·i; ψn+1

(
x,
√
p
)
= e−qn+1·x·i; qn+1 = a−1n+1 ·

√
p,

Rep ≥ σ0 > 0.
Из условий (9.4) следует, что из рекуррентных соотношений:

Γk
j1 (ϕk, ψk) = Γk

j2 (ϕk+1, ψk+1) , k = 1, ..., n; j = 1, 2 (9.5)

можно определить остальные n пар функций (ϕk, ψk) , k = 1, ..., n.
Введем также обозначения
Γ0 [ϕ1 (x,

√
p)]|x=l0

=
0
ϕ
1
(
√
p) , Γk

ij [ϕk (x,
√
p)]

∣∣
x=lk

= ϕk
ij (
√
p) ,

i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

Γ0 [ψ1 (x,
√
p)]| =

0

ψ
1
(x,
√
p) , Γk

ij [ψk (x,
√
p)]

∣∣ = ψk
ij (x,

√
p) .

Условия неограниченной разрешимости задачи (9.1)-(9.3) принимают
вид:

detMkj 	= 0, k = 1, ..., n, j = 1, 2.Rep ≥ σ0 > 0.
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Теорема 9.1 Если выполнены условия неограниченной разрешимости
задачи (9.1)-(9.3), то спектр задачи (9.1)-(9.3) непрерывен и заполня-
ет полуось (0,∞) . В качестве собственной функции соответствующей
собственному значению λ можно взять функцию

ϕ (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ϕk (x, λ) + θ (x− ln) ϕn+1 (x, λ) ,

(9.6)

9.2 Функции влияния в I+n .
Условия неограниченной разрешимости позволяют корректно опреде-
лить вектор- функции влияния H∗

j,s [9]:
при k <s

H∗
k,s = ϕk

(
1 0

)
Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
− ψk

0

ψ−11

0
ϕ
1
·
(
0 1

)
Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

k, s = 1, ..., n+ 1

при k >s

H∗
k,s = ψk (x)

{
−

0

ψ−11

0
ϕ
1

(
1 0

)
Ω−1s (ξ)−

(
0 1

)
Ω−1s (ξ)

}
, ,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕk

(
x,
√
p
) (

1 0
)
Ω−1k − ψk

(
x,
√
p
) 0

ψ−11

0
ϕ1

(
0 1

)
Ω−1k ,

lk−1 < x < ξ < lk,

ψk

(
x,
√
p
){
−

0

ψ−11

0
ϕ
1

(
10

)
Ω−1k −

(
0 1

)
Ω−1k

}
,

lk−1 < ξ < x < lk, k = 1, ..., n+ 1

Используя функции влияния, найдем решение сепаратной системы
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами

108



(
a2k

d2

dx2
− p

)
zk = 0 , k = 1, ..., n+ 1, (9.7)

по краевым условиям

Γ0 [z1]
∣∣∣
x=l0

= g0, |zn+1| <∞. (9.8)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk] = gjk, x = lk, k = 1, ..., n; j = 1, 2, (9.9)

Решение задачи (9.7)-(9.9) имеет вид:

zj (x) = H∗
j,1 (
√
p, x, l0)

(
0
1

)
g0 (σ)+

n∑
s=1

H ∗
j,s (
√
p, x, ls)

(
g1s (σ)
g2s (σ)

)
.(9.10)

9.3 Краевые задачи для уравнения Лапласа
в R2

n,+.

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
R2

n,+ = I+n × (−∞,∞) ,
решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными ко-

эффициентами (
a2k

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
uk = 0, , k = 1, ..., n+ 1, (9.11)

по краевым условиям

Γ0 [u1]|x=l0
= f0 (y) , −∞ < y <∞,

|un+1| |x=∞ < ∞ (9.12)

и условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) ; x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2, (9.13)

здесь f0, fjk ∈ Hβ−1/2
2 (R1) , β ≥ 1.
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В образах Фурье по переменной y задача (9.11)-(9.13) принимает вид:
найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, , k = 1, ..., n, (9.14)

по краевым условиям

Γ0 [ũ1]|x=l0
= f̃0 (σ) ,

|ũn+1| |x=∞ < ∞ (9.15)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (9.16)

Из формулы (9.10) следует, что решение задачи (9.14)-(9.16) имеет
вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
1

)
f̃0 (σ) +

n∑
s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
.

(9.17)
Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений

задачи (9.11)-(9.13):

uj (x, y) =

∞∫
−∞

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
1

)
f0 (η) +

n∑
s=1

H j,s

(
f1s (η)
f2s (η)

))
dη,

(9.18)
где H j,s обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗

j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Перенося контур интегрирования на действительную отрицательную
полуось, на основании леммы Жордана и теоремы Коши [18] для ориги-
налов функций влияния, получаем формулу

110



H j,s (x, |η − y| , ls) = 2
π

∫∞
0
vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ) e

−λ|η−y|λdλ ,

vj (x, λ) = ϕj (x, λ)
0

ϕ−11 −ψj (x, λ)
0

ψ−11 .

Для обоснования формулы заметим также, что конструкция функ-
ций φk, ψk такова, что при переходе с нижнего берега разреза вдоль
отрицательной полуоси на верхний берег разреза каждая из функций

(ϕk ψk) Ω−1s (η,
√
p)

(
0
1

)
останется неизменной.
В соответствии с полученным выражением для вектор- функцийH j,s,

запишем формулу для решения основной задачи (9.11)-(9.13) в виде:

uj (x, y) =
2

π

∫ ∞

0

vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11

(
0
1

)(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|f0 (η) dη

)
λdλ+

+
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s

(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη

)
λdλ.

9.4 Краевые задачи и операторы преобразо-
вания в R2

n,+.

Рассмотрим следующие модельные задачи Дирихле для полуплоскости
R2

+ = { (x, y) : 0 < x, −∞ < y <∞} :

⎧⎨
⎩

Δû0 = 0,
û0|x=l0

= f0 (y) , −∞ < y <∞

⎧⎨
⎩

Δûjs = 0 ,
ûjs|x=ls

= fjs (y) ,
−∞ < y <∞, s = 1, ..., n; j = 1, 2.
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Если f0, fjs ∈ Hβ−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных задач су-

ществует единственное решение û0, ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
[11], которое находит-

ся по формуле Пуассона для верхней полуплоскости. Основную формулу
(9.18) можно переписать в форме:

uk (x, y) =

∫ ∞

0

vk

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11

(
0
1

) ( ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ

)
λdλ+

+
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vk

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s

((∫ ∞

0

sinλξ

(
û1s (ξ, y)
û2s (ξ, y)

)
dξ

)
dη

)
λdλ.

Таким образом, определена серия операторов преобразования P0 :
û0 → u0 и

Pjs : ûjs → ujs, j = 1, 2 не зависящих от y:
P0 : û0 → u0,

u0 (x, y) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u0 k (x, y) ,

u0k (x, y) =

∫ ∞

0

vk0 (x, λ)

(
0
1

)(∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ

)
λdλ ;

Pjs : ûjs → ujs, ujs (x, y) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ujs,k (x, y) ,

u1s,k =

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(
1
0

)( (∫ ∞

0

sinλξ û1s (ξ, y) dξ

)
dη

)
λdλ,

u2s,k =

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(
0
1

)( (∫ ∞

0

sinλξ û2s (ξ, y) dξ

)
dη

)
λdλ,

где

vk,0 (x, λ) = vk (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11 (l0, λ) ,

vk,s (x, λ) = vk (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ) .

Теорема 9.2 Пусть выполнены условия неограниченной разрешимости
и пусть справедливы неравенства:

|ωj0,k| ≤
c0

(1 + λ2)α0/2
, j = 1, 2; k = 1, .., n+ 1; c0 > 0, α0 ≥ 0,
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‖ωjs,k‖ ≤
cjs

(1 + λ2)αjs/2
, k = 1, ..., n+ 1; cjs > 0, αjs ≥ 0,

в которых функции ω10,k, ω20,k, ωjs,k определены условиями

vk0 (x, λ)

(
0
1

)
= ω10,k e

iqkx + ω20,k e
iqk(2lk−x),

vks (x, λ) = ω1s,k e
iqkx + ω2s,k e

iqk(2lk−x),

тогда оператор P0 : f̂0 → f0 осуществляет непрерывное отобра-
жение пространств Hβ

2

(
R+

)
и Hα0+β

2

(
Rn,+

)
, операторы Pjs : f̂js →

fjs осуществляют непрерывное отображение пространств Hβ
2

(
R+

)
и

H
αjs+β
2

(
Rn,+

)
.

Доказательство. Рассмотрим оператор P0 : ĝ0 → g0,
где

g0 (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) g0 k (x) + θ (x− ln) g0 n+1 (x) .

Для функции g0k имеем интегральное представление:

g0k (x) =

∫ ∞

0

(
ω10,k e

iqkx + ω20,k e
iqk(2lk−x))Fs [ĝ0]λdλ,

где Fs [ĝ0] - синус- преобразование функции ĝ0. Из условия теоремы
следует что:

(
1 + λ2

)β/2
Fs [ĝ0] ∈ L2 (R+) .

Следовательно

(
1 + λ2

)(α0+β)/2
ωj0,kFs [ĝ0] ∈ L2 (R+) , j = 1, 2.

Аналогично изучается случай операторов Pjs.

Следствие 9.1. Если f0, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то существует и

единственно решение u ∈ Hα+β,β
2 , α = min (α0, αjs) общей краевой задачи

(9.11)-(9.13), где Hα+β,β
2 - анизотропное пространство Соболева [11].
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Доказательство. Решение рассматриваемой краевой задачи можно
выразить с помощью операторов преобразования по формуле

u = P0 [û0] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .

Утверждение следует из теоремы 9.2 .
Для наиболее важных в инженерной практике краевых задач ниже

будут приведены другие, более удобные формулы.

9.5 Уравнение Лапласа в Rm+1
n,+ .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве Rm+1
n,+ =

I+n ×Rm,

I+n =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, ln+1 =∞, lj < lj+1,

}

решения сепаратной системы уравнений Лапласа

(
a2k

∂2

∂x2
+Δy

)
uk = 0 , k = 1, ..., n+ 1,Δy =

m∑
k=1

∂2

∂y2k
(9.19)

по краевым условиям

Γ0 [u1]|x=l0
= f0 (y) , y ∈ Rm,

|un+1| |x=∞ < ∞ (9.20)

и условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения
x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (9.21)

В образах Фурье с неразделенными переменными по переменным y
из главы 8 задача (9.19)-(9.21) принимает вид:

найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами
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(
a2k

d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (9.22)

по краевым условиям

Γ0 [ũ1]|x=l0
= f̃0 (σ) , y ∈ Rm,

|ũn+1| |x=∞ < ∞ (9.23)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk, (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (9.24)

Из формулы (9.18) следует, что решение задачи (9.22)-(9.24) имеет
вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
1

)
f̃0 (σ) +

n∑
s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
.

(9.25)
Применяя формулу для обратного интегрального преобразования Фу-

рье с неразделенными переменными получим решение задачи (9.19)-(9.21)
в виде:

uj (x, y) =

∫
Rn+1

(
Hj,1

(
0
1

)
f0 (η) +

n∑
s=1

H j,s

(
f1s (η)
f2s (η)

))
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)m
∫ ∞

0

σ
m
2

Jm−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
m−2

2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Перенося контур интегрирования на действительную отрицательную
полуось, получаем:

H j,s (x, |η − y| , ls) = ωm

∫∞
0
vj,s (x, λ)Re

[
(iλ)

m
2

H1
m−2

2

(iλ|y−η|)

|y−η|
m−2

2

]
dσ,

vj,s (x, λ) =

(
ϕj (x, λ)

0

ϕ−11 −ψj (x, λ)
0

ψ−11

)(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ)
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vj,0 (x, λ) =

(
ϕj (x, λ)

0

ϕ−11 −ψj (x, λ)
0

ψ−11

)(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11 (l0, λ) ,

ωm = Γ
(
m+1
2

)
π−

m+1
2 .

здесь H1
m/2−1 - бесселевы функции третьего рода [19]. Для обоснова-

ния формулы заметим также, что конструкция функций φk, ψk такова,
что при переходе с нижнего берега разреза вдоль отрицательной дей-
ствительной полуоси на верхний берег разреза все вектор-функции

(ϕk ψk) Ω
−1
s (η,

√
p)

останутся неизменными. В соответствии с полученным выражением
для H j,s формулу для решения основной задачи (9.19)-(9.21) запишем в
виде

uj (x, y) = ωm

∫ ∞

0

vj,0 (x, λ)

(
0
1

)(∫ ∞

0

Re [M ]f0 (η) dη)λdλ+

+ωm

n∑
s=1

∫ ∞

0

vj,s (x, λ)

(∫ ∞

0

Re

[
M ]

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη

)
λdλ, (9.26)

M = (iλ)
m
2

H1
m−2

2

(iλ |y − η|)

|y − η|
m−2

2

9.6 Краевые задачи и операторы преобразо-
вания в Rm+1

n,+ .

Рассмотрим модельные задачи Дирихле для полупространства:{
Δû0 = 0, 0 < x, y ∈ Rm,
û0|x=l0

= f0 (y) , y ∈ Rm⎧⎨
⎩

Δûjs = 0, 0 < x, y ∈ Rm,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rm,

j, s = 1, ..., n; j = 1, 2.
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Если f0, fjs ∈ Hβ−1/2
2 (Rm) , β ≥ 1, то у каждой из выписанных задач

существует, единственное решение û0, ûjs ∈ Hβ
2 (R+ ×Rm) [11], которое

находится по формуле Пуассона для верхней полуплоскости. Основную
формулу (9.26) преобразуем к виду:

uk (x, y) =

∫ ∞

0

vk,0 (x, λ)

(
0
1

)(∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ

)
λdλ+

+
n∑

s=1

∫ ∞

0

vk,s (x, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ

(
û1s (ξ, y)
û2s (ξ, y)

)
dξ

)
λdλ.

Таким образом, решение основной краевой задачи выражается при
помощи операторов преобразования по формуле:

u = P0 [û0] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 10

Неоднородные краевые задачи
для функций, гармонических в
кусочно-однородном
пространстве

10.1 Задача Штурма- Лиувилля для опера-
тора Фурье в In.

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченно-
го на множестве

In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=0

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, l−1 = −∞, ln+1 =∞, lj < lj+1

}

нетривиального решения сепаратной системы линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

(
d2

dx2
+ q2m

)
ym = 0, q2m = a−2m · λ2, am > 0;m = 0, ..., n+ 1, (10.1)

по условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 0, ..., n, j = 1, 2, (10.2)
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И по краевым условиям

|y0| <∞, |yn+1| <∞, (10.3)

здесь Γ0,Γ
k
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы, пере-

становочные с оператором d
dx
.

Пусть при некотором λ рассматриваемая краевая задача имеет нетри-
виальное решение

y (x, λ) =
n+1∑
k=0

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) .

В этом случае число λ называется собственным значением, а соот-
ветствующее решение y (x, λ) - собственной вектор-функцией.

Из равенств Γk
ij

d
dx

= d
dx
Γk
ij следует, что существуют функции αk

j1, α
k
j2

такие, что:
Γk
ij

[
e
√
px
]
= αk

ij · e
√
px, i, j = 1, 2; k = 1, ..., n.

В дальнейшем считаем выполненными условия:

detMkj = det

(
αk
1j

(√
p
)

αk
1j

(
−√p

)
αk
2j

(√
p
)

αk
2j

(
−√p

) )
	= 0, k = 1, ..., n, j = 1, 2,

(10.4)
Rep ≥ σ0 > 0.

Обозначим
ϕ0 (x, p) = eq0·x·i; ψn+1 (x, p) = e−qn+1·x·i; qn+1 = a−1n+1 ·

√
p.

Из условия (10.4) следует, что рекуррентные соотношения

Γk
j2 [ϕk+1] = Γk

j1 [ϕk] ,Γ
k
j1 [ψk] = Γk

j2 [ψk+1] , k = 0, ..., n, j = 1, 2, (10.5)

корректно задают остальные n пар функций (ϕk, ψk) , k = 1, ..., n.
Примем также обозначения:

Γk
ij [ϕk (x,

√
p)]

∣∣
x=lk

= ϕk
ij (
√
p) , i, j = 1, 2; k = 0, 1, ..., n,

Γk
ij [ψk (x,

√
p)]

∣∣ = ψk
ij (x,

√
p) , i, j = 1, 2; k = 0, 1, ..., n,

и потребуем выполнения условий неограниченной разрешимости за-
дачи
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detΩk (
√
p) 	= 0, Rep ≥ σ0 > 0. (10.6)

Теорема 10.1 Спектр задачи (10.1)-(10.3) непрерывен и заполняет всю
полуось (−∞,∞) . Все собственные значения λ задачи Штурма-Лиувилля
простые. В качестве собственного вектора, соответствующего λ, мож-
но взять функцию

ϕ (x, λ) =
n+1∑
k=0

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ϕk (x, λ) .

10.2 Функции влияния в In.
Введем функции влияния H∗

j,s по формулам:
при k <s

H∗
k,s = ϕk (x,

√
p) (10) Ω−1s (ξ,

√
p) , k, s = 0, 1, ..., n,

при k >s

H∗
k,s = −ψk (x) · (01) Ω−1s (ξ) , lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k = s

H∗
k,s =

{
ϕk

(
x,
√
p
)
(10) Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
, lk−1 < x < ξ < lk,

−ψk

(
x,
√
p
)
· (01) Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
, lk−1 < ξ < x < lk, k = 1, ..., n+ 1.

Функции H∗
k,s

(√
p, x, ξ

)
определены корректно в силу условий неогра-

ниченной разрешимости задачи (10.6). С их помощью можно найти ре-
шение сепаратной системы обыкновенных линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− p

)
zk = 0, k = 0, 1, ..., n+ 1 (10.7)

по краевым условиям

|z0| <∞; |zn+1| <∞ (10.8)
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и по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интер-
валов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk+1] = gjk, x = lk, k = 0, ..., n, j = 1, 2. (10.9)

Из определения функций влияния H∗
k,s следует формула для решения

задачи (10.7)-(10.9):

zj (x) =
n∑

s=0

H ∗
j,s (
√
p, x, ls)

(
g1s
g2s

)
. (10.10)

10.3 Уравнение Лапласа в R2
n.

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного в кусочно-однородном
пространстве R2

n = In × (−∞,∞) ,

In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=0

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, l−1 = −∞, ln+1 =∞, lj < lj+1

}

решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными ко-
эффициентами (

a2k
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
uk = 0, k = 0, ..., n+ 1 (10.11)

по краевым условиям

|u0| |x=−∞ < ∞, |un+1| |x=∞ < ∞ (10.12)

и условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 0, ..., n, j = 1, 2. (10.13)

В образах Фурье по переменной y, краевая задача (10.11)-(10.13) при-
нимает вид:

найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами
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(
a2k

d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, k = 0, ..., n+ 1, (10.14)

по краевым условиям

|ũ0| |x=−∞ < ∞ |ũn+1| |x=∞ < ∞ (10.15)

и по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интер-
валов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 0, ..., n, j = 1, 2. (10.16)

Из формулы (10.10) следует, что:

ũj (x, σ) =
n∑

s=0

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
, (10.17)

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (10.11)-(10.13):

uj (x, y) =

∫ ∞

−∞

n∑
s=0

H j,s (x, |η − y| , ls)
(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Перенося контур интегрирования на отрицательную действительную
полуось, на основании леммыЖордана и теоремы Коши для оригиналов
функций влияния получаем формулу

H j,s (x, |η − y| , ls) =
2

π

∫ ∞

0

vjs (x, λ) e
−λ|η−y|λdλ,

где

vjs (x, λ) = vjs (x, λ)
(
1 0

)
Ω−1s (ls, λ) .

В соответствии с полученным выражением для функций влияния
H j,s, решение основной задачи (10.11)-(10.13) можно записать в виде
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uj (x, y) =
2

π

n∑
s=0

∫ ∞

0

vjs (x, λ)

(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη

)
λdλ. (10.18)

10.4 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в R2

n.

Рассмотрим модельные задачи Дирихле для правой полуплоскости:{
Δûjs = 0, ls < x, −∞ < y <∞,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , −∞ < y <∞, s = 0, ..., n; j = 1, 2.

Если f0, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных задач

существует, единственное решение û0, ûjs ∈ Hβ
2 (R+ × R) [11], которое

находится по формуле Пуассона для верхней полуплоскости. Основную
формулу (10.18) можно переписать в виде:

uk =
2

π

n∑
s=0

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ

(
û1s (ξ, y)
û2s (ξ, y)

)
dξ

)
λdλ.

Таким образом, определены операторы преобразования:

Pjs : ûjs → ujs, j = 1, 2,

ujs (x, λ) =
n+1∑
k=0

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ujs,k (x, λ)

u1s,k =

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(
1
0

)(∫ ∞

0

sinλξ û1s (ξ, y) dξ

)
λdλ,

u2s,k =

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(
0
1

)(∫ ∞

0

sinλξ û2s (ξ, y) dξ

)
λdλ.

Теорема 10.2 Пусть выполнены условия неограниченной разрешимо-
сти задачи (10.6) и пусть справедливы неравенства:

‖ωjs,k‖ ≤
cjs

(1 + λ2)αjs/2
, k = 0, 1, ..., n+ 1; cjs > 0, αjs ≥ 0,

в которых вектор- функции ωjs,k определены условиями
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vks (x, λ) = ω1s,k e
iqkx + ω2s,k e

iqk(2lk−x),

тогда операторы Pjs : f̂js → fjs осуществляют непрерывное отобра-
жение пространств Hβ

2

(
R+

)
и Hαjs+β

2

(
Rn,+

)
.

Доказательство. Рассмотрим оператор Pjs : ĝjs → gjs,
где

gjs (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) gjs k (x) + θ (x− ln) gjs, n+1 (x) .

Для функции gjs,k имеем интегральное представление:

gjs,k (x) =

∫ ∞

0

(
ω1js,k e

iqkx + ω2js,k e
iqk(2lk−x)) Fs [ĝjs]λdλ,

где Fs [ĝjs] - синус преобразование функции ĝjs. Из условия теоремы
следует что:

(
1 + λ2

)β/2
Fs [ĝjs] ∈ L2 (R+) .

Следовательно:

(
1 + λ2

)(αjs+β)/2
ωjs,kFs [ĝjs] ∈ L2 (R+) , j = 1, 2.

Следствие 10.1. Если fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то существует и

единственно решение u ∈ Hα+β,β
2 , α = minαjs основной краевой задачи

(10.11)-(10.13) .
Доказательство. Утверждение следует из теоремы 6.2, т.к. решение

рассматриваемой краевой задачи можно выразить с помощью операто-
ров преобразования по формуле

u =
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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10.5 Уравнение Лапласа в Rm+1
n+ .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве Rm+1
n+ =

In×Rm решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными
коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+Δy

)
uk = 0, k = 0, 1, ..., n+ 1, (10.19)

по краевым условиям

|u0| <∞| , |un+1| < ∞ (10.20)

и условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения
x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 0, ..., n, j = 1, 2. (10.21)

В образах Фурье с неразделенными переменными задача (10.19)-(10.21)
принимает вид:

найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, k = 0, 1, ..., n+ 1, (10.22)

по краевым условиям

|ũ0| <∞| , |ũn+1| < ∞ (10.23)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 0, 1, ..., n, j = 1, 2. (10.24)

Из формулы (10.17) следует, что решение задачи (10.22)-(10.24) имеет
вид:

ũj (x, σ) =
n∑

s=0

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
. (10.25)
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Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (10.19)-(10.21) в виде

uj (x, y) =

∫
Rm

n∑
s=0

H j,s (x, |η − y| , ls)
(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)m
∫ ∞

0

σ
m
2

Jm−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
m−2

2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Перенося контур интегрирования на действительную отрицательную
полуось и учитывая, что при переходе с нижнего берега разреза на верх-
ний берег разреза все вектор- функции (ϕk ψk) Ω−1s

(
η,
√
p
)
останутся

неизменными, получаем формулу:

H j,s (x, |η − y| , ls) = ωm

∫∞
0
vj,s (x, λ)Re

[
(iλ)

m
2

H1
m/2−1

(iλ|y−η|)

|y−η|
m−2

2

]
dσ,

vj,s (x, λ) = ϕj (x, λ)
(
1 0

)
Ω−1s (ls, λ) ; ωm = Γ

(
m+1
2

)
π−

m+1
2 ,

здесь H1
m/2−1 -бесселевы функции третьего рода [19]. В соответствии

с полученным выражением для H j,s, формулу для решения основной
задачи (10.19)-(10.21) запишем в виде:

uj (x, y) = ωm

n∑
s=1

∫ ∞

0

vj,s (x, λ) .

(∫ ∞

0

Re

[
M ]

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη

)
λdλ, (10.26)

M = (iλ)
m
2
H1

m/2−1 (iλ |y − η|)

|y − η|
m−2

2

10.6 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в Rm+1

n+ .

Рассмотрим модельные задачи Дирихле для полупространства:{
Δûjs = 0, ls < x, y ∈ Rm,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rm, s = 0, ..., n; j = 1, 2.
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Если f0, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных задач

существует, единственное решение û0, ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
[11], которое нахо-

дится по формуле Пуассона для полупространства. Основную формулу
(10.26) можно привести к виду:

uk (x, y) =
n∑

s=1

∫ ∞

0

vk,s (x, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ

(
û1s (ξ, y)
û2s (ξ, y)

)
dξ

)
λdλ,

где

vks (x, λ) = vk (x, λ)
(
1 0

)
Ω−1s (ls, λ)

(
0
1

)
.

Таким образом, (10.19)-(10.21) решают операторы преобразования Pjs :

u =
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 11

Неоднородные краевые задачи
для функций, гармонических в
кусочно-однородной полосе

11.1 Задача Штурма- Лиувилля для опера-
тора Фурье в In.

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченного на
множестве

In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 ≥ 0, ln+1 = l <∞, lj < lj+1, j = 1, ..., n

}

нетривиального решения сепаратной системы линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

(
d2

dx2
+ q2m

)
ym = 0, q2m = a−2m · λ2, am > 0;m = 1, ..., n+ 1, (11.1)

по граничным условиям

Γ0 [y1]|x=l0
= 0, Γn+1 [yn+1]|x=l0

= 0 (11.2)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов
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Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2, (11.3)

здесь Γ0,Γn+1,Γ
k
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы,

перестановочные с оператором d
dx
. Пусть при некотором λ, рассматрива-

емая краевая задача имеет нетривиальное решение

y (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) + θ (x− ln) yn+1 (x, λ) .

В этом пункте мы рассматриваем только самосопряженные задачи
Штурма-Лиувилля (11.1)-(11.3) см. [9].

Определим функции α0 = α0

(√
p
)
, αn+1 = αn+1

(√
p
)
, αk

ij = αk
ij

(√
p
)

из соотношений:
Γ0 [e

q1x] = α0 · eq1x,Γn+1 [e
qn+1x] = αn+1 · eqn+1x,Γk

ij [e
qkx] = αk

ij · eqkx,
i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

и потребуем выполнения условий

detMkj = det

(
αk
1j

(√
p
)

αk
1j

(
−√p

)
αk
2j

(√
p
)

αk
2j

(
−√p

) )
	= 0, (11.4)

k = 1, ..., n, j = 1, 2,

α0 (−
√
p) 	= 0, αn+1 (

√
p) 	= 0, Rep ≥ σ0 > 0

Примем обозначения: ψn+1

(
x,
√
p
)
= e−qn+1(2ln+1−x)/αn+1

(√
p
)
. Рекур-

рентными соотношениями

Γk
j1 (ψk) = Γk

j2 (ψk+1) , k = 1, ...., n, j = 1, 2

определим остальные n функций ψn, ..., ψ1. Аналогично, положим
ϕ1

(
x,
√
p
)
= eq1x/α0

(√
p
)
, а функции ϕ2, ..., ϕn+1 определим рекуррент-

ными соотношениями:

Γk
j2 (ϕk+1) = Γk

j1 (ϕk) , k = 1, ..., n, j = 1, 2.

Заметим, что набор функций ϕk, ψk задан корректно ввиду условия
(11.4).

Введем также обозначения
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Γk
ij [ϕk (x,

√
p)] = ϕk

ij (
√
p) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

Γk
ij [ψk (x,

√
p)] = ψk

ij (x,
√
p) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

и потребуем выполнения условия неограниченной разрешимости за-
дачи (11.1)-(11.3)

detΩk 	= 0, k = 1, ..., n, j = 1, 2.Rep ≥ σ0 > 0. (11.5)

Так как задача Штурма-Лиувилля (11.1)-(11.3) для оператора Фу-
рье − d2

dx2 самосопряженная и выполняются условия (11.5), то ее спектр
дискретен, все собственные числа действительные, положительные, про-
стые [9], при этом если λi - собственное число рассматриваемой краевой
задачи (11.1)-(11.3), то это число корень каждого из уравнений:

detΩk (λi) = 0, k = 1, ..., n.

В качестве собственной функции, соответствующей собственному зна-
чению λi, можно выбрать функцию:

ϕ (x, λi) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ϕk (x, λi) . (11.6)

11.2 Уравнение Лапласа в In × (−∞,∞) .

Введем вектор- функции влияния H∗
j,s по формулам:

при k <s

H∗
k,s = ϕk

(
x,
√
p
) (

1 0
)

Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

k, s = 1, ..., n+ 1;

при k >s

H∗
k,s = −ψk (x) ·

(
0 1

)
Ω−1s (ξ) , lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;

при k = s

H∗
k,k =

{
ϕk

(
x,
√
p
) (

1 0
)

Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
, lk−1 < x < ξ < lk,

−ψk

(
x,
√
p
)
·
(
0 1

)
Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
, lk−1 < ξ < x < lk, .
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Функции H∗
k,s

(√
p, x, ξ

)
определены корректно в силу условий неогра-

ниченной разрешимости задачи (11.1)-(11.3). Функции влияния позволя-
ют найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− p

)
zk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (11.7)

по краевым условиям

Γ0 [z1]|x=l0
= g0 , Γn+1 [zn+1]|x=ln+1

= gn+1 (11.8)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk+1] = gjk, x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (11.9)

Непосредственная проверка показывает, что решение задачи (11.7)-
(11.9) имеет вид:

zj (x) = H∗
j,1 (
√
p, x, l0)

(
0
1

)
g0 +H∗

j,n (
√
p, x, ln+1)

(
0
1

)
gn+1 +

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (
√
p, x, ls)

(
g1s
g2s

)
.

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве In ×
(−∞,∞) , решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоян-
ными коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
uk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (11.10)

по краевым условиям

Γ0 [u1]|x=l0
= f0 (y) , Γn+1 [un+1]|x=ln+1

= fn+1 (y) , −∞ < y <∞
(11.11)

и условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk] yk − Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) ; x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, n. (11.12)

В образах Фурье по переменной y задача (11.10)-(11.12) принимает
вид: найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами

131



(
a2k

d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (11.13)

по краевым условиям

Γ0 [ũ1]|x=l0
= f̃0 (y) , Γn+1 [ũn+1]|x=ln+1

= f̃n+1 (y) ,−∞ < y <∞ (11.14)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (11.15)

Для неизвестного ũj (x, σ) имеем:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
1

)
f̃0 (σ)+H

∗
j,n (|σ| , x, ln+1)

(
0
1

)
f̃n+1 (σ)+

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
.

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (11.10)-(11.12) в виде

uj (x, y) =
∫∞
−∞

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
1

)
f0 (η)+

+Hj,n (x, |η − y| , ln+1)

(
0
1

)
fn+1 (η)+

+
n∑

s=1

H j,s (x, |η − y| , ls)
(
f1s (η)
f2s (η)

))
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.
Учитывая, что особые точки λj функции ωs (p) -суть простые полю-

са, по первой теореме разложения [18], последнюю формулу приведем к
виду:

H j,s (x, |η − y| , ls) =
2

π

∞∑
j=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

e−λi|η−y|,
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здесь Ω∗s - матрица, присоединенная к матрице Ω, ωs ≡ detΩs. Из
выражения для H j,s, получим формулу для решения основной задачи
(11.10)-(11.12) в виде

uj (x, y) =
2

π

∞∑
j=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗1 (l0, λi)
ω
/
1 (λi)

(
0
1

) ∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|f0 (η) dη+

+
2

π

∞∑
j=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗n (ln+1, λi)

ω
/
n (λi)

(
0
1

)∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|fn+1 (η) dη+

+
2

π

∞∑
j=1

n∑
s=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη.

11.3 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в In × (−∞,∞) .

Рассмотрим модельные задачи Дирихле для полуплоскости:{
Δû0 = 0, l0 < x,−∞ < y <∞
û0|x=l0

= f0 (y) , −∞ < y <∞,{
Δûn+1 = 0, ln+1 < x,−∞ < y <∞
ûn+1|x=ln+1

= fn+1 (y) , −∞ < y <∞;{
Δûjs = 0, ls < x, −∞ < y <∞
ûjs|x=ls

= fjs (y) , −∞ < y <∞, s = 1, ..., n; j = 1, 2.

Если f0, fn+1, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных

задач существует, единственное решение û0, ûn+1, ûjs ∈ Hβ
2 (R+ ×R) [11],

которое находится по формуле Пуассона для полупространства. Основ-
ную формулу можно переписать в терминах функций û0, ûn+1, ûjs, соот-
ветственно:

uj (x, y) =
∞∑
i=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗1 (l0, λi)
ω
/
1 (λi)

(
0
1

) ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ+
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+
∞∑
i=1

ϕj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗n (ln+1, λi)

ω
/
n (λi)

(
0
1

)∫ ∞

0

sinλξ ûn+1 (ξ, y) dξ+

+
∞∑
i=1

n∑
s=1

vj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

∫ ∞

0

sinλξ

(
û1s (ξ, y)
û2s (ξ, y)

)
dξ.

Таким образом, можно определить серию операторов преобразова-
ния:

P0 : û0 → u0, u0 (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u0 k (x, λ) :

u0k (x, y) =
∞∑
i=1

ϕk (x, λi)
(
1 0

) Ω∗1 (l0, λi)
ω
/
1 (λi)

(
0
1

) ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ;

далее

Pn+1 : ûn+1 → un+1, un+1 (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) un+1, k (x, λ) :

un+1,k (x, y) =
∞∑
i=1

ϕk (x, λi)
(
1 0

) Ω∗n(ln+1,λi)

ω
/
n(λi)

·

·
(

0
1

) ∞∫
0

sinλξ ûn+1 (ξ, y) dξ,

а также следующие операторы:

Pjs : ûjs → ujs, j = 1, 2, ujs (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ujs,k (x, λ) :

u1s,k =
∞∑
i=1

n∑
s=1

vj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

(
1
0

) ∫ ∞

0

sinλξ û1s (ξ, y) dξ,

u2s,k =
∞∑
i=1

n∑
s=1

vj (x, λi)
(
1 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

(
0
1

) ∫ ∞

0

sinλξ û2s (ξ, y) dξ.

Правильное описание гладкости функций u0, un+1, ujs по информации
о гладкости функций û0, ûn+1, ûjs приведем в частном случае краевой
задачи с граничными условиями вида:

Γ9 = α0 + β0
d

dx
,Γn+1 = αn+1 + βn+1

d

dx
,Γij = αij + βij

d

dx
.

Теорема 11.1 Операторы P0 : û0 → u0, Pn+1 : ûn+1 → un+1, Pjs : f̂js →
fjs осуществляют непрерывное отображение пространств H2

2

(
R+

)
и

H2
2 (In) .
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Доказательство. Рассмотрим случай оператора Pjs : ĝjs → gjs,
где

gjs (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) gjs k (x) + θ (x− ln) gjs, n+1 (x) .

Из условия теоремы следует, что: (1 + λ2) Fs [ĝjs] ∈ L2 (R+) . Тогда
последовательность (1 + λ2i ) Fs [ĝjs] (λi) ∈ l2 и, значит, функция gjs ∈
H2

2 (In) .

Следствие 11.1. Если f0, fn+1, fjs ∈ H3/2
2 (R) , , то существует и един-

ственно решение u ∈ H2
2 (In ×R) основной краевой задачи (11.10)-(11.12).

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 11.1, т.к. реше-
ние рассматриваемой краевой задачи можно выразить с помощью опе-
раторов преобразования, по формуле

u = P0 [û0] + Pn+1 [ûn+1] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .

11.4 Разложение операторов преобразования
в ряд отражений и сдвигов.

Заметим, что представление в форме ряда для операторов преобразова-
ния малоэффективно на практике; в нем участвуют не функции
û0, ûn+1, ûjs, а их изображения Фурье, при этом требуется знание соб-
ственных чисел λi задачи Штурма-Лиувилля. С целью получения более
удобных представлений, допускающих простую физическую интерпре-
тацию, преобразуем выражения для функций влияния H∗

k,s

(√
p, x, ξ

)
:

H∗
k,s =

(
ωks,1e

−qkx + ωks,2e
−qk(2lk−x)) .

∞∑
t1,...,tn+1=0

αt1
1 · ... · αtn+1

n+1 e
−√p(l1−l0) t1 · ... · e−

√
p(ln+1−ln) tn+1 ,

где α1, ..., αn+1 некоторые однозначно определяемые многочлены,
ωks,1, ωks,2 -матрицы размера 1× 2, элементы которых- некоторые много-
члены. Условия неограниченной разрешимости (11.5) принимают вид:

α1 	= 0, ..., αn+1 	= 0, |α1| ≤ 1, ..., |αn+1| ≤ 1, Rep ≥ σ0 > 0,
Пусть ptks,j , j = 1, 2; t = (t1, ..., tn+1) - операторы, определяемые

условиями:
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ptks,1 [e
qkx] = ωks,1 η1 α

t1
1 · ...αtn+1

n+1 e
qkx,

ptks,2 [e
qkx] = ωks,2 η2 α

t1
1 · ...αtn+1

n+1 e
qkx,

t = (t1, ..., tn+1) , η1 =

(
1
0

)
, η2 =

(
0
1

)
;

тогда оператор преобразования Pks можно представить в виде:

Pks [ûks] =
∞∑

1t=0

ptks,1 [ûks (x+ δ t)] + p
t1,...,tn+1

ks,2 [ûks (2lk − x+ δ t)] ,

где

δ t = δ1t1 + ...+ δn+1tn+1.

11.5 Уравнение Лапласа в In ×Rm.

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
In×Rm, решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными
коэффициентами

(
a2k

∂2

∂x2
+Δy

)
uk = 0, k = 1, ..., n+ 1,Δy =

m∑
k=1

∂2

∂y2k
(11.16)

по краевым условиям

Γ0 [u1]|x=l0
= f0 (y) , Γn+1 [un+1] |x=ln+1

= fn+1 (y) , y ∈ Rm (11.17)

и условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения
x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (11.18)

В образах Фурье с неразделенными переменными задача (11.16)-(11.18)
принимает вид:
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найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)
ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (11.19)

по краевым условиям

Γ0 [ũ1]|x=l0
= f̃0 (σ) ,

Γn+1 [ũn+1] |x=ln+1
= f̃n+1 (σ) ,

(11.20)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (11.21)

Решение задачи (11.19)-(11.21) имеет вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
1

)
f̃0 (σ)+H

∗
j,n (|σ| , x, ln+1)

(
0
1

)
f̃n+1 (σ)+

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls)

(
f̃1s (σ)

f̃2s (σ)

)
. (11.22)

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (11.16)-(11.18) в виде:

uj (x, y) =
∫
Rm

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
1

)
f0 (η) +

+Hj,n (x, |η − y| , ln+1)

(
0
1

)
fn+1 (η)+

+
n∑

s=1

H j,s (x, |η − y| , ls)
(
f1s (η)
f2s (η)

))
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)m
∫ ∞

0

σ
m
2

Jm−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
m−2

2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Из первой теоремы разложения [18] следует формула:
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H j,s (x, |η − y| , ls) = ωm

∞∑
p=1

vj,s (x, λp)Re

⎡
⎣(iλp)m

2

H1
m−2

2

(iλp |y − η|)

|y − η|
m−2

2

⎤
⎦ ,

vj,s (x, λp) = ϕj (x, λp)
(
1 0

) Ω∗s(ls,λp)

ω
/
s (λp)

, ωm = Γ
(
m+1
2

)
π−

m+1
2 ,

здесь H1
m/2−1 -бесселевы функции третьего рода [19]. Учитывая по-

лученное выражение для функций H j,s, получим формулу для решения
основной задачи (11.16)-(11.18) в виде

uj (x, y) = ωm

∞∑
p=1

vj,0 (x, λp)

∫
Rn

Re

⎡
⎣(iλp)m

2

H1
m−2

2

|y − η|
m−2

2

⎤
⎦(

0
1

)
f0 (η) dη+

+ωm

∞∑
p=1

vj,n+1 (x, λp)

∫
Rm

Re

⎡
⎣(iλp)m

2

H1
m−2

2

(iλp |y − η|)

|y − η|
m−2

2

⎤
⎦(

0
1

)
fn+1 (η) dη+

+ωm

∞∑
p=1

vj,s (x, λp)

∫
Rn

Re

⎡
⎣(iλp)m

2

H1
m−2

2

(iλp |y − η|)

|y − η|
m−2

2

⎤
⎦(

f1s (η)
f2s (η)

)
dη.

11.6 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в In ×Rm.

Рассмотрим следующие задачи Дирихле для полупространства Rm+1
+ :{

Δû0 = 0, l0 < x, y ∈ Rm,
û0|x=l0

= f0 (y) , y ∈ Rm{
Δûn+1 = 0, l < x, y ∈ Rm

ûn+1|x=l0
= fn+1 (y) , y ∈ Rm ,

{
Δûjs = 0, ls < x, y ∈ Rm

ûjs|x=ls
= fjs (y) , y ∈ Rm, s = 1, ..., n; j = 1, 2.

.
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Если f0, fn+1, fjs ∈ H
β−1/2
2 (Rm) , β ≥ 1, то у каждой из указанных

задач существует, единственное решение û0, ûn+1, ûjs ∈ Hβ
2

(
Rm+1

+

)
[11],

которое находится по формуле Пуассона для полупространства. Так же
как и в п.6, будем иметь

u = P0 [û0] + Pn+1 [ûn+1] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 12

Неоднородные краевые задачи
для m- гармонических функций
в кусочно-однородном
полупространстве

12.1 Итерированная задачаШтурма- Лиувил-
ля для оператора Фурье.

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченного на
множестве I+n нетривиального решения сепаратной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений(

d2

dx2
+ q2k

)m

yk = 0, q2k = a−2k · λ2, ak > 0, k = 1, ..., n+ 1, (12.1)

по краевым условиям

Γ0s [y1]
∣∣∣
x=l0

= 0,

∣∣∣∣dsyn+1

dxs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x=∞

< ∞, s = 0, ...,m− 1 (12.2)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m, (12.3)
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здесь Γ0s, s = 1, ...,m; Γk
j1,Γ

k
j2 − (j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n) некоторые

операторы, перестановочные с оператором d
dx
. Пусть при некотором λ

рассматриваемая краевая задача имеет нетривиальное решение

y (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) + θ (x− ln) yn+1 (x, λ) .

Определим функции α0l = α0l

(√
p
)
, αk

j1 = αk
j1

(√
p
)
, αk

j2 = αk
j2

(√
p
)
,

из равенств:

Γ0s [e
q1x] = α0s · eq1x, s = 1, ...,m; Γk

ij [e
qkx] = αk

ij · eqkx

и потребуем выполнения условий

detMkj = det

(
αk
1j

(√
p
)

αk
1j

(
−√p

)
αk
2j

(√
p
)

αk
2j

(
−√p

) )
	= 0, (12.4)

k = 1, ..., n, j = 1, 2.
Обозначим
ϕn+1,s (x) = xs−1eqn+1·x·i; ψn+1,s (x) = xs−1e−qn+1·x·i, s = 1, ...,m;

qn+1 = a−1n+1 ·
√
p.

Рекуррентными соотношениями

Γk
j1 (ϕk,s, ψk,s) = Γk

j2 (ϕk+1,s, ψk+1,s) , k = 1, ..., n, j = 1, ...,m. (12.5)

с учетом условий (12.4) можно определить остальные n пар функций
(ϕks, ψks) , k = 1, ..., n. Примем обозначения ϕk = (ϕk1, ..., ϕkm) , ψk =
(ψk1, ..., ψkm) ,

0
ϕ
1s
(
√
p) = Γ0s [ϕ1 (x,

√
p)]

∣∣∣∣
x=l0

,
0

ψ
1s
(
√
p) = Γ0s [ψ1 (x,

√
p)]

∣∣∣∣
x=l0

,

i = 1, ..., n+ 1,

0
ϕ
1
(
√
p) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0
ϕ
11
...
0
ϕ
1m

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

0

ψ
1
(
√
p) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

ψ
11
...
0

ψ
1m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

Γk
ij [ϕk (x,

√
p)]

∣∣ = ϕk
ij (x,

√
p) ; Γk

ij [ψk (x,
√
p)]

∣∣ = ψk
ij (x,

√
p) ,
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i = 1, 2; j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n

Ωk (ξ,
√
p) =

⎛
⎜⎝

ϕk
11 ψk

11
...

ϕk
1m

...
ψk
1m

⎞
⎟⎠ .

Считаем в дальнейшем выполненными условия неограниченной раз-
решимости задачи

detΩk 	= 0, k = 1, ..., n;Rep ≥ σ0 > 0, (12.6)

Теорема 12.1 Спектр задачи (12.1)-(12.3) непрерывен и заполняет всю
полуось (0,∞) . В качестве собственного вектора, соответствующего
собственному значению λ, можно взять функцию

ϕ (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ϕk (x, λ) + θ (x− ln) ϕn+1 (x, λ) .

(12.7)

12.2 Уравнение Лапласа в R2
n+.

Введем вектор- функции влияния H∗
k,s по формулам:

при k <s

H∗
k,s = ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)
Ω−1s − ψk

(
x,
√
p
)
·
0

ψ−11 ·
0
ϕ
1
·
(
0 E

)
Ω−1s ,

k, s = 1, ..., n+ 1;

при k >s

H∗
k,s = ψk (x) ·

{
−

0

ψ−11 ·
0
ϕ
1
·
(
E 0

)
Ω−1s (ξ) −

(
0 E

)
Ω−1s (ξ)

}
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;

при k = s
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H∗
k,k =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)
Ω−1k − ψk

(
x,
√
p
) 0

ψ−11

0
ϕ1

(
0 E

)
Ω−1k ,

lk−1 < x < ξ < lk,

ψk

(
x,
√
p
)
·
{
−

0

ψ−11 ·
0
ϕ
1
·
(
E 0

)
Ω−1k −

(
0 E

)
Ω−1k

}
,

lk−1 < ξ < x < lk, k = 1, ..., n+ 1;

здесь через 0, E обозначены - нулевая и единичная матрицы разме-
ра m × m, соответственно. Вектор- функции H∗

k,s

(√
p, x, ξ

)
определены

корректно в силу условий неограниченной разрешимости задачи (12.6).
Рассмотрим задачу о решении сепаратной системы линейных диффе-

ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами(
d2

dx2
− q2k

)m

zk = 0, q2k = a−2k · p, k = 1, ..., n, (12.8)

по краевым условиям

Γ0s [z1]|x=l0
= g0s, s = 1, ...,m,∣∣∣dszn+1

dxs

∣∣∣ ∣∣∣
x=∞

< ∞, s = 0, ...,m− 1,
(12.9)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk+1] = gjk, x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (12.10)

Непосредственная проверка показывает, что решение задачи (12.8)-
(12.10) выражается с помощью функций влияния H∗

k,s :

zj (x) = H∗
j,1 (
√
p, x, l0)

(
0
E

)
g0 +

n∑
s=1

H∗
j,s (
√
p, x, ls) gs,

где

g0 =

⎛
⎜⎝

g01
...
g0m

⎞
⎟⎠ , gs =

⎛
⎜⎝

gs,1
...

gs,2m

⎞
⎟⎠ .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
R2

n+ = I+n × (−∞,∞) решения сепаратной системы итерированных урав-
нений Лапласа с постоянными коэффициентами
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(
a2k

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)m

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (12.11)

по краевым условиям

Γ0e [u1]
∣∣∣
x=l0

= f0e (y) ,

∣∣∣∣dsun+1

dxs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x=∞

< ∞ (12.12)

s = 1, ...,m ; −∞ < y <∞
и условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (12.13)

В образах Фурье по переменной y задача (12.11)-(12.13) принимает
вид: найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)m

ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (12.14)

по краевым условиям

Γ0s [ũ1]|x=l0
= f̃0s (σ) , s = 1, , ...,m ; −∞ < y <∞,∣∣∣dsũn+1

dxs

∣∣∣ ∣∣∣
x=∞

< ∞, s = 0, ...,m− 1,
(12.15)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk, (σ) , x = lk, (12.16)

k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m.
Решение задачи (12.14)-(12.16) имеет вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
E

)
f̃0 (σ) +

n∑
s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls) f̃s (σ) ,

(12.17)
где
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f̃0 (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃01
...
f̃0m

⎞
⎟⎠ ,

f̃s (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃1,s
...

f̃2m,s

⎞
⎟⎠ .

Возвращаясь к оригиналам Фурье, найдем формулу для решений за-
дачи (12.11)-(12.13):

uj (x, y) =
∫∞
−∞

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
E

)
f0 (η)+

+
n∑

s=1

Hj,s (x, |η − y| , ls) fs (η)

)
dη,

где

f0 (η) =

⎛
⎜⎝

f01
...
f0m

⎞
⎟⎠ , fs (y) =

⎛
⎜⎝

f1,s
...

f2m,s

⎞
⎟⎠ ,

H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.
Вычисляя интеграл методом контурного интегрирования, получаем

формулу для H j,s :

H j,s (x, |η − y| , ls) = 2
π

∫∞
0
vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ) e

−λ|η−y|λdλ,

vj (x, λ) = ϕj (x, λ)
0

ϕ−11 −ψj (x, λ)
0

ψ−11 .

Из полученного выражения для H j,s следует формула для решения
основной задачи (12.11)-(12.13):

uj (x, y) =
2

π

∫ ∞

0

vj0 (x, λ)

(
0
E

)(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|f0 (η) dη

)
λdλ+
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+
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vjs (x, λ)

(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|fs (η) dη

)
λdλ,

где

vj0 (x, λ) = vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11 (l0, λ) ,

vjs (x, λ) = vj (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ) .

12.3 Краевые задачи и операторы преобра-
зования для итерированного уравнения
Лапласа

Рассмотрим следующие задачи Дирихле для полуплоскости:{
Δû0l = 0, 0 < x,−∞ < y <∞,
û0s|x=l0

= f0s (y) , s = 1, ...,m; −∞ < y <∞;⎧⎨
⎩

Δûjs = 0, 0 < x, −∞ < y <∞,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , −∞ < y <∞,

s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m.

Если f0e, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных за-

дач существует, единственное решение û0e, ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
[11]. Основную

формулу для решения краевой задачи (12.14)-(12.16) можно преобразо-
вать к виду:

uk (x, y) =

∫ ∞

0

vk0 (x, λ)

(
0
E

) ( ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ

)
λdλ+

+
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ

)
λdλ,

где

û0 (x, y) =

⎛
⎜⎝

û01
...

û0m

⎞
⎟⎠ , ûs (x, y) =

⎛
⎜⎝

û1,s
...

û2m,s

⎞
⎟⎠ .

146



Таким образом, мы определили серию операторов преобразования

P0 : û0 → u0, u0 (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u0, k (x, λ)

+ θ (x− ln) u0, n+1 (x, λ) :

u0,k (x, y) =

∫ ∞

0

vk (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−11 (l0, λ)

(
0
E

)
(∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ

)
λdλ,

а также серию операторов

Pjs : ûjs → ujs, ujs (x, λ) =
n+1∑
k=0

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ujs,k (x, λ) :

us,k =

∫ ∞

0

vk (x, λ)

(
0

ϕ−11

0

ψ−11

)
Ω−1s (ls, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ

)
λdλ.

Теорема 12.2 Пусть выполнены условия неограниченной разрешимо-
сти задачи (12.6) и пусть справедливы неравенства:
‖ωj0,k‖ ≤

c0

(1 + λ2)α0/2
, j = 1, 2; k = 1, .., n+ 1; c0 > 0, α0 ≥ 0,

‖ωjs,k‖ ≤
cjs

(1 + λ2)αjs/2
, k = 1, ..., n+ 1; cjs > 0, αjs ≥ 0,

в которых вектор- функции ω10,k, ω20,k, ωjs,k определены условиями:

vk0 (x, λ) = ω10,k e
iqkx + ω20,k e

iqk(2lk−x),

vks (x, λ) = ω1s,k e
iqkx + ω2s,k e

iqk(2lk−x);

тогда оператор P0 : f̂0 → f0 осуществляет непрерывное отобра-
жение пространств Hβ

2

(
R+

)
и Hα0+β

2

(
Rn,+

)
, операторы Pjs : f̂js →

fjs осуществляют непрерывное отображение пространств Hβ
2

(
R+

)
и

H
αjs+β
2

(
Rn,+

)
.

Доказательство. Рассмотрим оператор P0 : f̂0 → f0, где

f0 (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) f0 k (x) + θ (x− ln) f0 n+1 (x) .

Для функции f0k имеем интегральное представление:
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f0k (x) =

∫ ∞

0

(
ω10,k e

iqkx + ω20,k e
iqk(2lk−x)) Fs

[
f̂0

]
λdλ,

где Fs

[
f̂0

]
- синус преобразование функции f̂0. Из условия теоремы

имеем:(
1 + λ2

)β/2
Fs

[
f̂0

]
∈ L2 (R+) .

Следовательно,(
1 + λ2

)(α0+β)/2
ωj0,kFs

[
f̂0

]
∈ L2 (R+) , j = 1, 2.

Аналогично изучается случай операторов Pjs.

Следствие 12.1. Если f0l, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то существует

и единственное решение u ∈ Hα+β,β
2 , α = min (α0l, αjs) общей краевой

задачи (12.11)-(12.13).
Доказательство. Утверждение немедленно получается из теоремы

12.2, если заметить, что решение рассматриваемой краевой задачи можно
выразить с помощью операторов преобразования по формуле

u = P0 [û0] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .

12.4 Итерированное уравнение Лапласа в
Rq+1
n,+

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве Rq+1
n,+ =

I+n ×Rq, решения сепаратной системы итерированных уравнений Лапласа
с постоянными коэффициентами

(
a2k

∂2

∂x2
+Δy

)m

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1,Δy =

q∑
k=1

∂2

∂y2k
, (12.18)

по краевым условиям

Γ0s [u1]|x=l0
= f0s (y) ,

∣∣∣∣∂sun+1

∂xs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x=∞

< ∞, s = 0, ...,m− 1; y ∈ Rq

(12.19)
и условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения

x = lk :
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Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (12.20)

В образах Фурье по переменным y задача (12.18)-(12.20) принимает
вид: найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)m

ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (12.21)

по краевым условиям

Γ0s [ũ1]|x=l0
= f̃0s (σ) ,

∣∣∣∣dsũn+1

dxs

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x=∞

< ∞ (12.22)

s = 0, ...,m− 1; y ∈ Rq

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (12.23)

Решение задачи (12.21)-(12.23) имеет вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
E

)
f̃0 (σ) +

n∑
s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls) f̃s (σ) ,

где

f̃0 (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃01
...
f̃0m

⎞
⎟⎠ , f̃s (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃s,1
...

f̃s2,m

⎞
⎟⎠ .

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (12.21)-(12.23) в виде:

uj (x, y) =∫ ∞

−∞

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
E

)
f0 (η) +

n∑
s=1

H j,s (x, |η − y| , ls) fs (η)

)
dη,

где
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f0 (η) =

⎛
⎜⎝

f01
...
f0m

⎞
⎟⎠ , fs (y) =

⎛
⎜⎝

fs1
...

fs2m

⎞
⎟⎠ ,

H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)q
∫ ∞

0

σ
q
2

J q−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Для оригиналов функций влияния H j,s получаем формулу:

H j,s (x, |η − y| , ls) = ωq

∫ ∞

0

vj,s (x, λ)Re

⎡
⎣(iλ) q

2

H1
q−2
2

(iλ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

⎤
⎦ dσ,

где
H1

q−2
2

-бесселевы функции третьего рода [19], ωq = Γ
(
q+1
2

)
π−

q+1
2 .

Формулу для решения основной задачи (12.18)-(12.20) можно преоб-
разовать к виду:

uj (x, y) =

ωq

∫ ∞

0

vj,0 (x, λ)

(
0
E

)⎛
⎝∫ ∞

0

Re

⎡
⎣(iλ) q

2

H1
q−2
2

(iλ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

⎤
⎦ f0 (η) dη

⎞
⎠λdλ+

+ωq

n∑
s=1

∫ ∞

0

vj,s (x, λ)

⎛
⎝∫ ∞

0

Re

⎡
⎣(iλ) q

2

H1
q−2
2

(iλ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

⎤
⎦ fs (η) dη

⎞
⎠λdλ.

12.5 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в Rq+1

n,+ .

Рассмотрим модельные задачи Дирихле для полупространства:{
Δû0s = 0, 0 < x, y ∈ Rq,
û0s|x=l0

= f0 (y) , s = 1, ...,m; y ∈ Rq;⎧⎨
⎩

Δûjs = 0, 0 < x, y ∈ Rq,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rq,

s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m.
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Если f0s, fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из указанных задач

существует единственное решение û0s, ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
[11], и тогда фор-

мулу для решения основной краевой задачи можно привести к виду:

u = P0 [û0] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 13

Неоднородные краевые задачи
для m- гармонических функций
в кусочно-однородном
пространстве

13.1 Задача Штурма- Лиувилля для
итерированного оператора Фурье в In.

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченного на
множестве In нетривиального решения сепаратной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами (

a2k
d2

dx2
+ λ2

)m

yk = 0 ; ak > 0, k = 1, ..., n+ 1, (13.1)

по условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m; (13.2)

здесь Γk
j1,Γ

k
j2 (j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n) - некоторые операторы, пере-

становочные с оператором d
dx
.

Пусть функции αk
j1 = αk

j1

(√
p
)
, αk

j2 = αk
j2

(√
p
)
определены условия-

ми:
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Γk
ij [e

qkx] = αk
ij · eqkx, qk = a−1k

√
p, i, j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n,

и пусть выполнены условия

detMkj = det

(
αk
1j

(√
p
)

αk
1j

(
−√p

)
αk
2j

(√
p
)

αk
2j

(
−√p

) )
	= 0, Rep > σ0 > 0

k = 1, ..., n, j = 1, 2.
(13.3)

Обозначим
ϕ0,s

(
x,
√
p
)
= xs−1eq0·x·i; ψn+1,s

(
x,
√
p
)
= xs−1e−qn+1·x·i,

s = 1, ...,m; qn+1 = a−1n+1 ·
√
p.

Рекуррентными соотношениями

Γk
j1 (ϕk+1,s) = Γk

j2 (ϕk,s) ,

Γk
j1 (ψk,s) = Γk

j2 (ψk+1,s) , k = 1, ..., n, j = 1, ...,m

определим остальные n пар вектор- функций (ϕks, ψks) , k = 1, ..., n.
Заметим, что функции (ϕke, ψke) , k = 1, ..., n определены корректно
ввиду условия (13.3). Примем обозначения

ϕk = (ϕk1, ..., ϕkm) , ψk = (ψk1, ..., ψkm) ,

Γk
ij

[
ϕk

(
x,
√
p
)]

= ϕk
ij

(
x,
√
p
)
;

Γk
ij

[
ψk

(
x,
√
p
)]

= ψk
ij

(
x,
√
p
)
,

Ωk (ξ,
√
p) =

⎛
⎜⎝

ϕk
11 ψk

11
...

ϕk
1m

...
ψk
1m

⎞
⎟⎠ .

Всюду ниже потребуем выполнения условий неограниченной разре-
шимости задачи:

detΩk 	= 0, k = 1, ..., n;Rep ≥ σ0 > 0 (13.4)

Теорема 13.1 Спектр задачи (13.1)-(13.3) непрерывен и заполняет всю
числовую ось (−∞,∞) . В качестве собственной функции, соответ-
ствующей собственному значению λ, можно взять функцию:

u (x, λ) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) uk (x, λ) + θ (l0 − x) u0 (x, λ) +

+θ (x− ln) un+1 (x, λ) .
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13.2 Итерированное уравнение Лапласа в R2
n.

В силу условий неограниченной разрешимости задачи можно вести функ-
ции влияния H∗

k,s по формулам:
при k <s

H∗
k,s = ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)
Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k >s

H∗
k,s = −ψk

(
x,
√
p
)
·
(
0 E

)
Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)

Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < ξ < lk,
−ψk

(
x,
√
p
)
·
(
0 E

)
Ω−1s (ξ) ,

lk−1 < ξ < x < lk;

здесь через 0, E обозначены - нулевая и единичная матрицы размера
m×m, соответственно. Функции влияния H∗

j,s позволяют найти решение
сепаратной системы линейных дифференциальных уравнений(

d2

dx2
− q2k

)m

zk = 0, q2k = a−2k · p, k = 1, ..., n+ 1, (13.5)

по условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk+1] = gjk, x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m (13.6)

Непосредственная проверка показывает, что решение задачи (13.5)-
(13.6) имеет вид:

zj (x) =
n∑

s=0

H∗
j,s (
√
p, x, ls) gs,

где
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gs =

⎛
⎜⎝

gs1
...

gs,2m

⎞
⎟⎠ .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве In ×
(−∞,∞) , решения сепаратной системы итерированных уравнений Ла-
пласа с постоянными коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)m

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (13.7)

по условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (13.8)

В образах Фурье по переменной y задача (13.7)-(13.8) принимает вид:
найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)m

ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (13.9)

по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интерва-
лов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk, (σ) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m.
(13.10)

Решение задачи (13.9)-(13.10) имеет структуру:

ũj (x, σ) =
n∑

s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls) f̃s (σ) , (13.11)

где

f̃s (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃s1
...

f̃s,2m

⎞
⎟⎠ .
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Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (13.7)-(13.8) в виде

uj (x, y) =
n∑

s=1

∫ ∞

−∞
Hj,s (x, |η − y| , ls) fs (η) dη,

где

fs (y) =

⎛
⎜⎝

fs1
...

fs,2m

⎞
⎟⎠ ,

H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.
Перенося контур интегрирования на действительную отрицательную

полуось преобразуем выражение для функций H j,s :

H j,s (x, |η − y| , ls) =
2

π

∫ ∞

0

vjs (x, λ) e
−λ|η−y|λdλ,

где
vjs (x, λ) = vj (x, λ)

(
E 0

)
Ω−1s (ls, λ) .

В итоге, формулу для решения основной задачи (13.7)-(13.8) предста-
вим в виде:

uj (x, y) =
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vjs (x, λ)

(∫ ∞

−∞
e−λ|η−y|fs (η) dη

)
λdλ. (13.12)

13.3 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в R2

n.

Если fjs ∈ Hβ−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то у каждой из задач Дирихле для правой

полуплоскости R2
+ :

Δûjs = 0, 0 < x, −∞ < y <∞,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , −∞ < y <∞, s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m,

существует единственное решение ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
, которое находится

по формуле Пуассона. В результате формулу (13.12) можно переписать
в виде:
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uk (x, y) =

2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vk (x, λ)
(
E 0

)
Ω−1s (ls, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ

)
λdλ.

Таким образом, можно определить серию операторов преобразова-
ния:

Pjs : ûjs → ujs, j = 1, ..., 2m.

Теорема 13.2 Пусть выполнены условия (13.4) неограниченной разре-
шимости задачи и пусть справедливы неравенства:

‖ωjs,k‖ ≤ cjs

(1+λ2)αjs/2
,

k = 0, 1, ..., n+ 1; cjs > 0, αjs ≥ 0
,

в которых вектор- функции ωjs,k определены условиями

vk (x, λ)
(
1 0

)
Ω−1s (ls, λ) = ω1s,k e

iqkx + ω2s,k e
iqk(2lk−x);

тогда операторы Pjs : f̂js → fjs осуществляют непрерывное отобра-
жение пространств Hβ

2

(
R+

)
и Hαjs+β

2

(
Rn,+

)
.

Доказательство. Рассмотрим оператор Pjs : f̂js → fjs,
где

fjs (x) =
n+1∑
k=0

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fjs k (x) .

Для функции fjs,k имеем интегральное представление:

fjs,k (x) =

∫ ∞

0

(
ω1js,k e

iqkx + ω2js,k e
iqk(2lk−x)) Fs [ĝjs]λdλ,

где Fs

[
f̂js

]
- синус преобразование функции f̂js. Из условия теоремы

следует что:(
1 + λ2

)β/2
Fs

[
f̂js

]
∈ L2 (R+) .

Следовательно,(
1 + λ2

)(αjs+β)/2
ωjs,kFs

[
f̂js

]
∈ L2 (R+) , j = 1, 2.

Следствие 13.1. Если fjs ∈ H
β−1/2
2 (R1) , β ≥ 1, то существует

единственное решение u ∈ Hα+β,β
2 , α = minαjs основной краевой зада-

чи (13.7)-(13.8).
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Доказательство. Решение рассматриваемой краевой задачи можно
выразить с помощью операторов преобразования, по формуле

u =
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] ,

поэтому утверждение вытекает из теоремы 13.2

13.4 Итерированное уравнение Лапласа в
Rq+1
n

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
Rq+1

n = In × Rq, решения сепаратной системы уравнений Лапласа с по-
стоянными коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+Δy

)q

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (13.13)

Δy =

q∑
k=1

∂2

∂y2k
,

по условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения
x = lk :

Γk
j1 [uk]−Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (13.14)

В образах Фурье по переменной y задача (13.13)-(13.14) принимает
вид: найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)q

ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1 (13.15)

по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интерва-
лов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, (13.16)

k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m,
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Решение задачи (13.15)-(13.16) имеет вид:

ũj (x, σ) =
n∑

s=1

H∗
j,s (|σ| , x, ls) f̃s (σ) ,

где

f̃s (σ) =

⎛
⎜⎝

f̃s,1
...

f̃s,2m

⎞
⎟⎠ .

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (13.13)-(13.14) в виде

uj (x, y) =

=
n∑

s=1

∫ ∞

−∞
H j,s (x, |η − y| , ls) fs (η) dη,

где

fs (y) =

⎛
⎜⎝

fs,1
...

fs,2m

⎞
⎟⎠ ,

H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)q
∫ ∞

0

σ
q
2

J q−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Перенеся контур интегрирования на действительную отрицательную
полуось, получим формулу для H j,s :

H j,s (x, |η − y| , ls) = ωq

∫ ∞

0

vj,s (x, λ)Re

⎡
⎣(iλ) q

2

H1
q−2
2

(iλ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

⎤
⎦ dσ,

vj,s (x, λ) = ϕj (x, λ)
(
E 0

)
Ω−1s (ls, λ) ,

ωq = Γ

(
q + 1

2

)
π−

q+1
2 .
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В результате формулу для решения основной задачи (13.13)-(13.14)
можно представить в виде:

uj (x, y) = ωq

∑n
s=1

∫∞
0
vj,s (x, λ)

(∫∞
0
Re

[
(iλ)

q
2

H1
q−2
2

(iλ|y−η|)

|y−η|
q−2
2

]
fs (η) dη

)
λdλ.

13.5 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в Rq+1

n .

Если fjs ∈ Hβ−1/2
2 (Rq) , β ≥ 1, то у каждой из задач Дирихле для полу-

пространства Rq+1
+ :⎧⎨

⎩
Δûjs = 0, ls < x, y ∈ Rq,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rq,

s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m;

существует единственное решение ûjs ∈ Hβ
2

(
Rq+1

+

)
, которое находит-

ся по формуле Пуассона. В результате формулу (13.12) можно перепи-
сать в терминах функций ûjs :

uk (x, y) =
2

π

n∑
s=1

∫ ∞

0

vks (x, λ)

(∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ

)
λdλ.

Таким образом, можно определить серию операторов преобразова-
ния:

Pjs : ûjs → ujs, j = 1, ..., 2m.

Решение рассматриваемой краевой задачи (13.15)-(13.16) можно выра-
зить с помощью операторов преобразования, по формуле:

u =
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 14

Неоднородные краевые задачи
для функций,
m−гармонических в
кусочно-однородной полосе

14.1 Задача Штурма- Лиувилля для
итерированного оператора Фурье в In .

Рассмотрим задачу Штурма- Лиувилля о конструкции ограниченного на
множестве In нетривиального решения сепаратной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами (

a2k
d2

dx2
+ λ2

)m

yk = 0 , k = 1, ..., n+ 1 (14.1)

по краевым условиям

Γ0s [y1]|x=l0
= 0, Γn+1,s [yn+1]|x=l0

= 0, s = 1, ...,m (14.2)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [yk] = Γk

j2 [yk+1] , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, 2, (14.3)

здесь
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Γ0,s,Γn+1,s, s = 1, ...,m; Γk
j1,Γ

k
j2 (j = 1, ...., 2m; k = 1, ..., n)−

некоторые операторы, перестановочные с оператором d
dx
.

Обозначим через ψn+1,q

(
x,
√
p
)
, q = 1, ...,m любые m линейно- неза-

висимых решений дифференциального уравнения (14.1), удовлетворяю-
щих граничным условиям:

Γn+1,s [ψn+1,q]|x=ln+1
= 0, s = 1, ...,m

Рекуррентными соотношениями

Γk
j1 (ψk,q) = Γk

j2 (ψk+1,q) , k = 1, ..., n, j = 1, ...,m

определим n вектор-функций
ψk (x,

√
p) = (ψk1 (x,

√
p) , ..., ψkm (x,

√
p)) .

Аналогично через ϕ1,q

(
x,
√
p
)
, q = 1, ...,m обозначим любые m- ли-

нейно независимых решений дифференциального уравнения (14.1), удо-
влетворяющих граничному условию:

Γ0s [ϕ1q]|x=l0
= 0, s = 1, ...,m.

Рекуррентными соотношениями

Γk
j1 (ϕk+1,q) = Γk

j2 (ϕk,q) , k = 1, ..., n, j = 1, ...,m

определим остальные n вектор-функций ϕk,s

(
x,
√
p
)
, s = 1, ...,m,

ϕk (x,
√
p) = (ϕk1 (x,

√
p) , ..., ϕkm (x,

√
p)) .

Примем также обозначения:
Γk
ij [ϕk (x,

√
p)] = ϕk

ij (x,
√
p) , i = 1, 2; j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n,

Γk
ij [ψk (x,

√
p)]

∣∣ = ψk
ij (x,

√
p) , i = 1, 2; j = 1, ..., 2m; k = 1, ..., n,

Ωk (ξ,
√
p) =

(
ϕk
1 ψk

2

)
,

где

ϕk
1

(
ξ,
√
p
)
=

⎛
⎝ ϕk

1,1

ϕk
1,2m

⎞
⎠ ψk

1

(
ξ,
√
p
)
=

⎛
⎝ ψk

1,1

ψk
1,2m

⎞
⎠ ,

и потребуем выполнения условий неограниченной разрешимости за-
дачи

detΩk 	= 0, k = 1, ...., n, j = 1, 2.Rep ≥ σ0 > 0. (14.4)
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При выполнении условия (14.4) спектр задачи (14.1)-(14.3) дискретен,
все собственные числа λi действительные, положительные,m раз вырож-
денные, причем λi - корень каждого из уравнений: detΩk (λi) = 0, k =
1, ..., n. Каждому собственному значению λi задачи Штурма- Лиувилля
соответствует ровно m линейно независимых собственных функций.

14.2 Итерированное уравнение Лапласа в In×
(−∞,∞) .

Условия неограниченной разрешимости задачи позволяют корректно опре-
делить вектор- функции влияния H∗

j,s по формулам:
при k <s

H∗
k,s = ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)

Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k >s

H∗
k,s = −ψk

(
x,
√
p
)
·
(
0 E

)
Ω−1s

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk

(
x,
√
p
) (

E 0
)

Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < x < ξ < lk,
−ψk

(
x,
√
p
)
·
(
0 E

)
Ω−1k

(
ξ,
√
p
)
,

lk−1 < ξ < x < lk.

С помощью функций влияния можно найти решение сепаратной си-
стемы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами (

a2k
d2

dx2
− p

)m

zk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (14.5)

по краевым условиям

Γ0s [z1]|x=l0
= g0s, s = 1, ...,m,

Γn+1,s [zn+1]|x=ln+1
= gn+1,e, s = 1, ...,m (14.6)
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и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [zk]− Γk

j2 [zk+1] = gjk, x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (14.7)

Формула для решения задачи (14.5)-(14.7) имеет вид:

zj (x) = H∗
j,1 (
√
p, x, l0) g0 +H∗

j,n (
√
p, x, ln+1) gn+1+

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (
√
p, x, ls) gs (14.8)

где

g0 =

⎛
⎜⎝

g01
...
g0m

⎞
⎟⎠ , gn+1 =

⎛
⎜⎝

gn+1,1
...

gn+1,m

⎞
⎟⎠ , gs =

⎛
⎜⎝

gk1
...

gk,2m

⎞
⎟⎠ .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
In × (−∞,∞) , решения сепаратной системы итерированных уравнений
Лапласа с постоянными коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)m

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1 (14.9)

по краевым условиям

Γ0 [u1s]|x=l0
= f0s (y) , Γn+1 [un+1,s]|x=ln+1

= fn+1,s (y) ,

s = 1, ...,m, y ∈ Rq,
(14.10)

и условиям неоднородного контакта на линиях сопряжения x = lk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m.
(14.11)

В образах Фурье по переменной y задача (14.9)-(14.11) принимает
вид: найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами(

a2k
d2

dx2
− σ2

)m

ũk = 0 , k = 1, ..., n+ 1 (14.12)

по краевым условиям
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Γ0 [ũ1s]|x=l0
= f̃0s (σ) , Γn+1 [ũn+1,s]|x=ln+1

= f̃n+1,s (σ) ,

s = 1, ...,m ; y ∈ Rm,
(14.13)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) ,
x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m

. (14.14)

Из формулы (14.8) следует, что решение задачи (14.12)-(14.14) имеет
вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
E

)
f̃0 (σ)+H

∗
j,n (|σ| , x, ln+1)

(
0
E

)
f̃n+1 (σ)+

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls) f̃s (σ) ,

где

f̃0 =

⎛
⎜⎝

f̃01
...
f̃0m

⎞
⎟⎠ , f̃n+1 =

⎛
⎜⎝

f̃n+1,1
...

f̃n+1,m

⎞
⎟⎠ , f̃s =

⎛
⎜⎝

f̃s,1
...

f̃s,2m

⎞
⎟⎠ .

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (14.9)-(14.11):

uj (x, y) =
∫∞
−∞

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
1

)
f0 (η)+

+Hj,n (x, |η − y| , ln+1)

(
0
1

)
fn+1 (η)

+
n∑

s=1

H j,n (x, |η − y| , ls) fs (η)
)
dη

где

f0 =

⎛
⎜⎝

f01
...
f0m

⎞
⎟⎠ , fn+1 =

⎛
⎜⎝

fn+1,1
...

fn+1,m

⎞
⎟⎠ , fs =

⎛
⎜⎝

fs,1
...

fs,2m

⎞
⎟⎠ ,

H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eiσ|η−y|H∗

j,s (|σ| , x, ls) dσ.
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Вычисляя интеграл в правой части методом вычетов, получаем фор-
мулу

H j,s (x, |η − y| , ls) =
2

π

∞∑
j=1

ϕj (x, λi)
(
E 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

e−λi|η−y|,

здесь Ω∗s - матрица, присоединенная к матрице Ωk, ωs (λ) ≡ detΩs (λ) .
При этом формула для решения основной задачи (14.9)-(14.11) преобра-
зовывается к виду:

uj (x, y) =
2

π

∞∑
i=1

ϕi,j0 (x)

(
0
E

) ∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|f0 (η) dη+

+
2

π

∞∑
i=1

ϕi,j,n+1 (x)

(
0
E

) ∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|fn+1 (η) dη+

+
2

π

n∑
s=1

∞∑
i=1

vi,js (x)

∫ ∞

−∞
e−λi|η−y|fs (η) dη,

где

ϕi,j0 (x) = ϕj (x, λi)
(
E 0

) Ω∗1 (l0, λi)
ω
/
1 (λi)

,

ϕi,j,n+1 (x) = ϕj (x, λi)
(
E 0

) Ω∗n (ln+1, λi)

ω
/
n (λi)

,

ϕi,js (x) = ϕj (x, λi)
(
E 0

) Ω∗s (ls, λi)
ω
/
s (λi)

.

14.3 Краевые задачи и операторы преобра-
зования в In × (−∞,∞) .

Если функции f0e, fn+1, fjs ∈ Hβ−1/2
2 (Rq) , β ≥ 1, то у каждой из следу-

ющих задач Дирихле для правой полупространства Rq+1
+{

Δû0 = 0, l0 < x , y ∈ Rq,
û0,s|x=l0

= f0,s (y) , y ∈ Rq;{
Δûn+1 = 0, ln+1 < x , y ∈ Rq,
ûn+1,s|x=ln+1

= fn+1,s (y) , y ∈ Rq;
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{
Δûjs = 0, ls < x, y ∈ Rq,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rq, s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m;

существует единственное решение û0e, ûn+1e, ûjs ∈ Hβ
2

(
R2

+

)
, которое

находится по формуле Пуассона. Формулу для решения основной крае-
вой задачи (14.9)-(14.11) можно преобразовать к виду:

uj (x, y) =
∞∑
i=1

ϕi,j0 (x)

(
0
E

) ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ+

+
∞∑
i=1

ϕi,j,n+1‘ (x)

(
0
E

) (∫ ∞

0

sinλξ ûn+1 (ξ, y) dξ

)
+

+
n∑

s=1

∞∑
i=1

∫ ∞

0

ϕi,js (x)

∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ, (14.15)

где

û0 =

⎛
⎜⎝

û01
...

û0m

⎞
⎟⎠ , ûn+1 =

⎛
⎜⎝

ûn+1,1
...

ûn+1,m

⎞
⎟⎠ , .

Тем самым, определены операторы преобразования

P0 : û0 → u0, u0 (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u0, k (x, λ) :

u0k (x, y) =
∞∑
i=1

ϕi,k0 (x)

(
0
E

) ∫ ∞

0

sinλξ û0 (ξ, y) dξ,

далее

Pn+1 : ûn+1 → un+1, un+1 (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) un+1, k (x, λ) ,

un+1,k (x, y) =
∞∑
i=1

ϕi,k,n+1 (x)

(
0
E

) ∫ ∞

0

sinλξ ûn+1 (ξ, y) dξ,

и, наконец, операторы

Pjs : ûjs → ujs, ujs (x, λ) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) ujs,k (x, λ) :

ujs,k =
∞∑
i=1

n∑
s=1

∫ ∞

0

ϕi,js (x)

∫ ∞

0

sinλξ ûs (ξ, y) dξ.

Правильное описание гладкости функций u0, un+1, ujs по информации
о гладкости функций û0, ûn+1, ûjs приведем в частном случае:
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Γ0 =
∑m

s=1 α0,s
ds−1

dxs−1 , Γn+1 =
∑m

s=1 αn+1,s
ds−1

dxs−1 ,

Γij =
∑m

s=1 αij,s
ds−1

dxs−1 .
.

Теорема 14.2. Операторы P0 : û0 → u0, Pn+1 : ûn+1 → un+1, Pjs :

f̂js → fjs осуществляют непрерывное отображение пространств H2
2

(
R+

)
и H2

2 (In) .
Доказательство. Рассмотрим случай оператора Pjs : ĝjs → gjs,
где

gjs (x) =
n∑

k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) gjs k (x) + θ (x− ln) gjs, n+1 (x) .

Из условия теоремы следует условие: (1 + λ2) Fs [ĝjs] ∈ L2 (R+) . То-
гда последовательность (1 + λ2i ) Fs [ĝjs] (λi) ∈ l2 и, значит, функция gjs ∈
H2

2 (In) .

Следствие 14.1. Если f0, fn+1, fjs ∈ H
3/2
2 (R) , , то существует един-

ственное решение u ∈ H2
2 (In ×R) основной краевой задачи (14.9)-(14.11).

Доказательство. Утверждение следует из теоремы 14.2, т.к. реше-
ние рассматриваемой краевой задачи можно выразить с помощью опе-
раторов преобразования, по формуле:

u = P0 [û0] + Pn+1 [ûn+1] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .

14.4 Разложение операторов преобразования
в ряд отражений и сдвигов.

Как уже отмечалось ранее, представление операторов преобразования
в форме ряда малоэффективны на практике. Получим более удобных
представления, допускающие простую физическую интерпретацию. Для
этого преобразуем функции влияния H∗

k,s

(√
p, x, ξ

)
:

H∗
k,s =

(
ωks,1e

−qkx + ωks,2e
−qk(2lk−x)) .

∞∑
t1,...,tn+1=0

αt1
1 · ... · αtn+1

n+1 e
−√p(l1−l0) t1 · ... · e−

√
p(ln+1−ln) tn+1 ,
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где α1, ..., αn+1 - матрицы размера m×m, ωks,1, ωks,2 - матрицы разме-
ра m × 2m, элементы которых- некоторые фиксированные многочлены.
Условия неограниченной разрешимости (14.4) принимают вид:

detα1 	= 0, ..., detαn+1 	= 0, Rep ≥ σ0 > 0,

(E− αq)
−1 (E + αq) , q = 1, ..., n+ 1−

положительно-определенные матрицы при Rep ≥ σ0 > 0.
Пусть операторы ptks,j , j = 1, 2; t = (t1, ..., tn+1) определяются из

условий:

ptks,j [e
qkx] = αt1

1 · ...αtn+1

n+1 ωks,j ηs e
qkx , j = 1, 2; t = (t1, ..., tn+1) ,

где ηs - единичный вектор размера 2m, у которого координата с но-
мером s равна единице, а все остальные нули; тогда оператор преобра-
зования Pks можно представить в виде:

Pks [ûks] =
∑∞

t=0 p
t
ks,1 [û (x+ δ t)] + ptks,2 [û (2lk − x+ δ t)] ,

δ t = δ1t1 + ...+ δn+1tn+1.

14.5 Итерированное уравнение Лапласа в In×
(−∞,∞) .

Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве
In×Rq, решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными
коэффициентами(

a2k
∂2

∂x2
+Δy

)m

uk = 0, k = 1, ..., n+ 1, (14.16)

Δ =

q∑
k=1

∂2

∂y2k

по граничным условиям

Γ0 [u1,s]|x=l0
= f0,s (y) , Γn+1 [un+1] |x=ln+1

= fn+1 (y) , (14.17)
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s = 1, ...,m; y ∈ Rq

и условиям неоднородного контакта на гиперплоскостях сопряжения
x = lk :

Γk
j1 [uk]−Γk

j2 [uk+1] = fjk (y) , x = lk, k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m. (14.18)

В образах Фурье с неразделенными переменными по переменным y
задача (14.16)-(14.18) принимает вид: найти решение сепаратной системы
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-
ми (

a2k
d2

dx2
− σ2

)m

ũk = 0, k = 1, ..., n+ 1 (14.19)

по граничным условиям

Γ0s [ũ1]|x=l0
= f̃0s (σ) , Γn+1,s [ũn+1] |x=ln+1

= f̃n+1,s (σ) , (14.20)

s = 1, ....,m
и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1 [ũk]− Γk

j2 [ũk+1] = f̃jk (σ) , x = lk, (14.21)

k = 1, ..., n, j = 1, ..., 2m.
Решение задачи (14.19)-(14.21) имеет вид:

ũj (x, σ) = H∗
j,1 (|σ| , x, l0)

(
0
E

)
f̃0 (σ)+H

∗
j,n (|σ| , x, ln+1)

(
0
E

)
f̃n+1 (σ)+

+
n∑

s=1

H ∗
j,s (|σ| , x, ls) f̂s,

где

f̃0 =

⎛
⎜⎝

f̃01
...
f̃0m

⎞
⎟⎠ , f̃n+1 =

⎛
⎜⎝

f̃n+1,1
...

f̃n+1,m

⎞
⎟⎠ , f̃s =

⎛
⎜⎝

f̃s,1
...

f̃s,2m

⎞
⎟⎠ .

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (14.16)-(14.18):
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uj (x, y) = ∫Rq

(
Hj,1 (x, |η − y| , l0)

(
0
E

)
f0 (η)+

+Hj,n (x, |η − y| , ln+1)

(
0
E

)
fn+1 (η)+

+
n∑

s=1

H j,s (x, |η − y| , ls) fs (η)
)
dη,

где H j,s - обратное преобразование Фурье функции влияния H ∗
j,s, т.е.

H j,s (x, |η − y| , ls) =
1(√
2π

)q
∫ ∞

0

σ
q
2

J q−2
2

(σ |y − η|)

|y − η|
q−2
2

H∗
j,s (|σ| , x, ls) dσ.

Вычисляя интеграл в правой части при помощи теории вычетов, по-
лучим:

H j,s (x, |η − y| , ls) = ωq

∞∑
p=1

vj,s (x, λp)Re

⎡
⎣(iλp)m

2

H1
m−2

2

(iλp |y − η|)

|y − η|
m−2

2

⎤
⎦ ,

vj,s (x, λp) = ϕj (x, λp)
(
E 0

) Ω∗s(ls,λp)

ω
/
s (λp)

, ωq = Γ
(
q+1
2

)
π−

q+1
2 .

Таким образом, формула для решения основной задачи (14.16)-(14.18)
принимает вид:

uj (x, y) =

ωq

∑∞
p=1 vj,0 (x, λp)

∫
Rq Re

[
(iλp)

q
2

H1
q−2
2

(iλp|y−η|)

|y−η|
q−2
2

] (
0
E

)
f0 (η) dη+

+ωq

∑∞
p=1 vj,n+1 (x, λp)

∫
Rq Re

[
(iλp)

q
2

H1
q−2
2

(iλp|y−η|)

|y−η|
q−2
2

](
0
E

)
fn+1 (η) dη+

+ωq

n∑
s=1

∑∞
p=1 vj,s (x, λp)

∫
Rq Re

[
(iλp)

q
2

H1
q−2
2

(iλp|y−η|)

|y−η|
q−2
2

]
f (η)

)
dη.

14.6 Краевые задачи и операторы преобра-
зования для итерированного уравнения
Лапласа в In × (−∞,∞) .

Рассмотрим следующие задачи Дирихле для полупространства:
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{
Δû0 = 0, l0 < x, y ∈ Rq,
û0|x=l0

= f0 (y) , y ∈ Rq;{
Δûn+1 = 0, ln+1 < x, y ∈ Rq,
ûn+1|x=ln+1

= fn+1 (y) , y ∈ Rq;{
Δûjs = 0, ls < x, y ∈ Rq,
ûjs|x=ls

= fjs (y) , y ∈ Rq; s = 1, ..., n; j = 1, ..., 2m.

Основную краевую задачу (14.16)-(14.18) решают операторы преобра-
зования P0, Pn+1, Pjs. Для структуры неизвестного решения имеем фор-
мулу:

u = P0 [û0] + Pn+1 [ûn+1] +
2m∑
j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] .
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Глава 15

Неоднородные краевые задачи
для функций,
кусочно-гармонических шаре

15.1 Постановка краевых задач
Пусть Bn - единичный, кусочно-однородный шар из RN :

Bn =
n+1

V
i=1

Vi;Vi =
{
x ∈ RN : ri < ‖x‖ < ri−1

}
; i = 1, ..., n+ 1.

Шар Bn допускает параметризацию Bn = S0 × I+n :

I+n =
n+1⋃
i=1

(ri, ri−1) ; r0 = 1, rn+1 = 0, ri < ri−1 ; i = 1, ..., n+ 1.

При этом оператор Лапласа Δ запишется в виде:

Δu ≡ 1

rN−1
∂

∂r

(
rN−1

∂u

∂r

)
+

1

r2
Δηu

здесь Δη - оператор Лапласа на сфере S0.
Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве Bn,

решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными коэф-
фициентами

Δu = 0 (15.1)
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по краевым условиям

Γ0 [u1] = f0 (η) , η ∈ S0 (15.2)

и условиям неоднородного контакта на гиперповерхностях сопряже-
ния Sk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (η) ; η ∈ Sk ; k = 1, ..., n, j = 1, 2 , (15.3)

S0 =
{
η = (η1, ..., ηN) : ‖η‖2 = 1

}
, Sk =

{
η = (η1, ..., ηN) : ‖η‖2 = r2k

}
.

Здесь Γ0,Γ
k
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы, пере-

становочные с оператором
∑N

i=1 xi
d
dxi
.

Пусть числовые последовательности α0,l, α
k
j1,l, α

k
j2,l определены усло-

виями:

Γ0

[
rl
]
= α0,lr

l,Γk
ij

[
rl
]
= αk

ij,lr
l; i, j = 1, 2; k = 1, ..., n; l ∈ Z,

и пусть выполнены условия

detMkj,l =

(
αk
1j,l αk

1j,−l
αk
2j,l αk

2j,−l

)
	= 0, k = 1, ..., n; j = 1, 2; l ∈ Z. (15.4)

Обозначим

ϕn+1,l (l) = rl;ψn+1,l = r−(l+N−2); l ∈ Z.
При фиксированном значении l рекуррентными соотношениями

Γ k
j1 (ϕk,l, ψk,l) = Γ k

j2 (ϕk+1,l, ψk+1,l) , k = 1, ..., n; j = 1, 2. (15.5)

с учетом условий (15.4) можно корректно определить остальные n
пар функций (ϕk,l, ψk,l) , k = 1, ..., n. Введем также обозначения

0
ϕ
1,l

= Γ0 [ϕ1,l (r)]

∣∣∣∣
r=r0

,
0

ψ
1,l

= Γ0 [ψ1,l (r)]

∣∣∣∣
r=r0

, i = 1, ..., n+ 1; l ∈ Z,

Γk
ij [ϕk,l (r)] = ϕk

ij,l (r) ; i, j = 1, 2 ; k = 1, ..., n ; l ∈ Z,
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Γk
ij [ψk,l (r)] = ψk

ij,l (r) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n, l ∈ Z,
Заметим, что определители detΩk,l (ρ) ; k = 1, ..., n ; l ∈ Z не зависят

от ρ. В дальнейшем считаем, что выполнены условия неограниченной
разрешимости задачи:

1) числовые последовательности α0,l, α
k
j1,l, α

k
j2,l при l →∞ имеют рост

не выше степенного,
2) для каждого l ∈ Z выполнены условия:

detΩk,l (ρ) 	= 0 ; k = 1, ..., n,
0

ψ1,l 	= 0 (15.6)

Определим функции влияния H∗
j,s :

при k <s H∗
k,s,l =

ϕk,l (r) (1 0) Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
− ψk,l (r)

0

ψ−11,l ·
0
ϕ1,l · (1 0) Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk−1 < r < ρ < rk,

при k >s H∗
k,s,l =

ψk,l (r)

{
−

0

ψ−11,l ·
0
ϕ
1,l
·
(
1 0

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
−

(
0 1

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)}
,

rk−1 < ρ < r < rs,

при k = s
H∗

k,s,l =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕk,l (r) (1 0) Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
− ψk,l (r)

0

ψ−11,l ·
0
ϕ1,l · (1 0) Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk−1 < r < ρ < rk,

ψk,l (r) ·
{
−

0

ψ−11,l ·
0
ϕ
1,l
· (1 0) Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
−

(
0 1

)
Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)}
,

rk−1 < ρ < r < rk .

Функции H∗
k,s,l (r, ρ) определены корректно в силу условий неограни-

ченной разрешимости задачи.
Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве I+n

решения сепаратной системы линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами:
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1

rN−1
d

dr
(rN−1

dûk,l
dr

)− l (l +N − 2)
1

r2
ûk,l = 0; l ∈ Z (15.7)

по краевым условиям

Γ0 [û1,l]|r=r0
= ĝ0,l, (15.8)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1,l [ûk,l]− Γk

j2,l [ûk+1,l] = ĝjk,l, r = rk, k = 1, ..., n; j = 1, 2. (15.9)

С помощью функций влияния решение задачи (15.7)-(15.9) можно
представить в виде:

ûj (r) = H∗
j,1,l (r, r0)

(
0
1

)
ĝ0 +

n∑
s=1

H∗
j,s (r, rs)

(
ĝ1s
ĝ2s

)
. (15.10)

Преобразование Фурье на сфере S0 с неразделенными переменными
приводит задачу (15.1)-(15.3) к виду: найти решение сепаратной системы
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициента-
ми

1

rN−1
d

dr
(rN−1

dũk,l
dr

)− l (l +N − 2)
1

r2
ũk,l = 0 ; l ∈ Z (15.11)

по краевым условиям

Γ0 [ũ1,l] = rN−10 f̃0,l, (15.12)

и условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1,l [ũk,l]− Γk

j2,l [ũk+1,l] = rN−1k f̃jk,l, r = rk, k = 1, ..., n ; j = 1, 2. (15.13)

Из формулы (15.11) следует, что решение задачи (15.12)-(15.14) имеет
вид:

ũj,l (r) = H∗
j,1,l (r, r0)

(
0
1

)
rN−10 f̃0,l +

n∑
s=1

H ∗
j,s+1,l (r, rs) r

N−1
s

(
f̃1s,l
f̃2s,l

)
,

(15.14)
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Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (15.1)-(15.3) в виде:

uj (r, η) =
1

ωN

∫
S0

(
Hj,1 (r, r0, 〈η, ξ〉)

(
0
1

)
rN−10 f0 (η)+

+
n∑

s=1

H j,s (r, rs, 〈η, ξ〉) rN−10

(
f1s (η)
f2s (η)

))
dS0, (15.15)

где
- ωN - (N-1) мерный объем единичной сферы S0 из RN ; CN/2−1

l -
полиномы Гегенбауэра [19].

ПустьB0 - единичный однородный шар из :B0 =
{
x ∈ RN : ‖x‖2 < 1

}
.

15.2 Краевые задачи и соответствующие опе-
раторы преобразования

Рассмотрим модельные задачи Дирихле в единичном шаре B0 :{
Δû0 = 0, x ∈ B0,
û0 = f0 (η) , η ∈ S0;

,

{
Δûjq = 0, x ∈ B0,

ûjq = fjq (η) , η ∈ Sq.

Если функции f0 (η) , fjq (η) непрерывны на соответствующей сфере,
то решение каждой из указанных задач существует, единственно и нахо-
дится по формуле Пуассона для шара. Основную формулу (15.16) можно
преобразовать к виду:

u = P0 [û0] +
2∑

j=1

n∑
s=1

Pjs [ûjs] ,

в котором P0, Pjq - операторы преобразования, действующие по пра-
вилам:

P0 : û0 → u0,

u0j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,1,l (r, r0) r
N−1
0 r−l

(
0
1

)
.
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∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û0 (r, η) dS0,

χ (Vk) - характеристическая функция области Vk ;

Pjq : ûjq → ujq, j = 1, 2, ujq (r, η) =
n+1∑
k=1

χ (Vk) ujs, q (r, η) ,

u1q,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,q,l (r, rq) r
N−1
q r−l

(
1
0

)
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û1q (r, η) dS0,

u2q,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,q,l (r, rq) r
N−1
q r−l

(
0
1

)
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û2q (r, η) dS0.

Из условий неограниченной разрешимости задачи следует

Теорема 15.1 .Оператор преобразования P0 (Pjq) сопоставляет функ-
ции û0 (ûjq) гармонической в однородном шаре B0 (rqB0) функцию u0
(ujq) кусочно- гармоническую в кусочно- однородном шаре Bn, компо-
ненты которой - функции u0,k (ujq,k) непрерывные в шаровом слое Vk.
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Глава 16

Неоднородные краевые задачи
для функций,
кусочно-гармонических в
сферически-однородном
пространстве

16.1 Краевые задачи с сопряжениями на сфе-
рах

Пусть Bn - сферически кусочно- однородное пространство:

Bn =
n+1

V
i=0

Vi;Vi =
{
x ∈ RN : ri < ‖x‖ < ri−1

}
, r−1 =∞, rn+1 = 0

с естественной параметризацией- Bn = S0×In; S0 =
{
η : ‖η‖2 = 1

}
- единичная сфера из RN . Пусть Δ - оператор Лапласа, записанный в
сферической системе координат, т.е.

Δu ≡ 1

rN−1
∂

∂r
(rN−1

∂u

∂r
) +

1

r2
Δηu,

Δη - оператор Лапласа на сфере S0. Рассмотрим задачу о конструкции
ограниченного на множестве Bn, решения сепаратной системы уравнений
Лапласа с постоянными коэффициентами
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Δuk = 0, x ∈ Vk; k = 0, 1, ..., n (16.1)

по условиям неоднородного контакта на гиперповерхностях сопряже-
ния Sk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = gjk (η) ; η ∈ Sk; k = 1, ..., n, j = 1, 2, (16.2)

здесь Γk
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы, перестано-

вочные с оператором
∑N

i=1 xi
d
dxi
.

Изучим вспомогательную задачу о конструкции ограниченного на
множестве In решения сепаратной системы линейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:

1

rN−1
d

dr
(rN−1

dûk,l
dr

)− l (l +N − 2)
1

r2
ûk,l = 0; l ∈ Z, (16.3)

по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интерва-
лов

Γk
j1,l [ûk,l]− Γk

j2,l [ûk+1,l] = ĝjk,l, r = rk, k = 0, 1, ..., n; j = 1, 2. (16.4)

Введем ряд обозначений и сформулируем ряд условий, гарантирую-
щих однозначную разрешимость задачи (16.3)-(16.4). Определим после-
довательности αk

1j,l, α
k
2j,l; l ∈ Z равенствами:

Γk
ij

[
rl
]
= αk

ij,l · rl, i, j = 1, 2; k = 0, 1, ..., n,

и потребуем выполнения условий:

detMkj = det

(
αk
1j,l αk

1j,−l
αk
2j,l αk

2j,−l

)
	= 0, k = 0, ..., n, j = 1, 2. (16.5)

Обозначим
ϕ0,l (r) = rl; ψn+1,l (r) = r−(l+N−2); l ∈ Z.
Рекуррентным соотношениями

Γk
j2 [ϕk+1] = Γk

j1 [ϕk] ,Γ
k
j1 [ψk] = Γk

j2 [ψk+1] , (16.6)
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k = 0, ..., n, j = 1, 2,
имея в виду условия (16.5), можно определить n пар функций (ϕk, ψk) , .

Введем также обозначения

Γk
ij [ϕk,l (r)] = ϕk

ij,l (r) ; i, j = 1, 2; k = 1, ..., n; l ∈ Z,

Γk
ij [ψk,l (r)] = ψk

ij,l (r) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n, l ∈ Z,
Заметим, что определители detΩk,l (ρ) ; k = 1, ..., n; l ∈ Z не зависят

от ρ.
В дальнейшем считаем что, выполнены условия неограниченной раз-

решимости задачи:
1) числовые последовательности αk

j1,l, α
k
j2,l при l → ∞ имеют рост не

выше степенного,
2) для каждого целого l ∈ Z выполнены условия:

detΩk,l (ρ) 	= 0; k = 1, ..., n. (16.7)

Определим функций влияния H∗
j,s по формулам:

при k <s

H∗
ks,l = ϕk,l (r)

(
1 0

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
; rk < r < rk−1, rs < ρ < rs−1,

при k >s

H∗
ks,l = −ψk,l (r)·

(
0 1

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
, rk < r < rk−1, rs < ρ < rs−1,

при k = s

H∗
ks,l =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk,l (r)
(
1 0

)
Ω−1k,l (ρ)

(
0
1

)
, rk < r < ρ < rk−1,

−ψk,l (r) ·
(
0 1

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
, rk < ρ < r < rk−1.

Функции H∗
ks,l (r, ρ) определены корректно в силу условий неогра-

ниченной разрешимости задачи. С их помощью решение задачи (16.3)-
(16.4) находится по формуле:
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ûj (r) =
n∑

s=0

H∗
j,s (r, rs)

(
ĝ1s
ĝ2s

)
. (16.8)

Преобразование Фурье на сфере S0 с неразделенными переменными
[8] приводит задачу (16.1)-(16.2) к виду:

найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами

1

rN−1
d

dr
(rN−1

dũk,l
dr

)− l (l +N − 2)
1

r2
ũk,l = 0 ; l ∈ Z (16.9)

по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интерва-
лов

Γk
j1,l [ũk,l]− Γk

j2,l [ũk+1,l] = rN−1k f̃jk,l, r = rk, k = 1, ..., n ; j = 1, 2. (16.10)

Из формулы (16.8) следует, что решение задачи (16.9)-(16.10) имеет
вид:

ũj,l (r) =
n∑

s=0

H ∗
j,s,l (r, rs) r

N−1
s

(
f̃1s,l
f̃2s,l

)
. (16.11)

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (16.1)-(16.2) в виде:

uj (r, η) =
1

ωN

∫
S0

n∑
s=0

H j,s (r, rs, 〈η, ξ〉) rN−10

(
f1s (η)
f2s (η)

)
dη, (16.12)

где

H j,s (r, rs, 〈η, ξ〉) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
C

N/2−1
l (〈η, ξ〉)H∗

j,s,l (r, rs) .

16.2 Краевые задачи и соответствующие опе-
раторы преобразования

Рассмотрим модельные задачи Дирихле в единичном шаре B0 :
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{
Δûjq = 0, x ∈ B0,

ûjq = fjq (η) , η ∈ Sq.
,

Если функция fjq (η) непрерывна на соответствующей сфере, то ре-
шение каждой из указанных задач существует, единственно и находятся
по формуле Пуассона для шара. Основную формулу (16.12) можно пре-
образовать к виду :

u =
2∑

j= 1

n∑
s= 0

Pjs [ûjs] ,

где Pjs, j = 1, 2 - операторы преобразования:
Pjs : ûjs → ujs, j = 1, 2,

u1s,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,s,l (r, rs) r
N−1
s r−l

(
01

)
·

·
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û1s (r, η) dS0

u2s,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,s,l (r, rs) r
N−1
s r−l

(
0
1

)
·

·
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) ũ2s (r, η) dS0.

Из условий (16.7)неограниченной разрешимости следует

Теорема 16.1 Каждый оператор преобразования Pjq сопоставляет функ-
ции ûjq гармонической в однородном шаре rqB0 функцию ujq кусочно-
гармоническую в кусочно- однородном шаре Bn, компоненты которой -
функции ujq,k непрерывные в шаровом слое Vk.
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Глава 17

Неоднородные краевые задачи
для функций
кусочно-гармонических в
сферическом слое

17.1 Краевые задачи с условиями сопряже-
ния в сферическом слое

Пусть Bn - кусочно-однородный сферический слой:

Bn =
n+1⋃
i=1

Vi;Vi =
{
x ∈ RN : ri < ‖x‖ < ri−1

}
, ,

который допускает параметризацию Bn :

Bn = S0 × In; In =

{
r : r ∈

n+1

U
j=1

(rj, rj−1)
}
,

S0 - единичная сфера из RN .
Рассмотрим задачу о конструкции ограниченного на множестве Bn,

решения сепаратной системы уравнений Лапласа с постоянными коэф-
фициентами

Δuk = 0, x ∈ Vk; k = 1, ..., n+ 1 (17.1)
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по краевым условиям

Γ0 [u1]|r=r0
= g0,

Γn+1 [un+1]|r=rn+1
= gn+1 (17.2)

по условиям неоднородного контакта на гиперсферах сопряжения Sk :

Γk
j1 [uk]− Γk

j2 [uk+1] = fjk (η) ; η ∈ Sk; k = 1, ..., n, j = 1, 2; (17.3)

здесь Γ0,Γn+1,Γ
k
j1,Γ

k
j2 (j = 1, 2; k = 1, ..., n) - некоторые операторы,

перестановочные с оператором r d
dr
.

Изучим вспомогательную задачу о конструкции ограниченного на
множестве In нетривиального решения сепаратной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами

1

rN−1
d

dr

(
rN−1

dûk,l
dr

)
− l (l +N − 2)

1

r2
ûk,l = 0; l ∈ Z (17.4)

по краевым условиям

Γ0 [û1,l]| r=r0 = ĝ0,l, Γn+1 [ûn+1,l]| r=rn+1 = ĝn+1,l (17.5)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов

Γk
j1,l [ûk,l]− Γk

j2,l [ûk+1,l] = ĝjk,l, r = rk, k = 0, 1, ..., n; j = 1, 2. (17.6)

Сформулируем условия на граничные операторы Γ0,Γn+1,Γ
k
ij доста-

точные для однозначной разрешимости задачи (17.4)-(17.6). Определим
последовательности

α0,l, αn+1,l, α
k
1j,l, α

k
2j,l; l ∈ Z из равенств:

Γ0

[
rl
]
= α0,l · rl,

Γn+1

[
rl
]
= αn+1,l · rl,

Γk
ij

[
rl
]
= αk

ij,l · rl, i, j = 1, 2; k = 0, 1, ..., n
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и потребуем выполнения условий:

detMkj = det

(
αk
1j,l αk

1j,−l
αk
2j,l αk

2j,−l

)
	= 0, k = 0, ..., n, j = 1, 2;

α0,l 	= 0, αn+1,l 	= 0, l ∈ Z .
(17.7)

Обозначим через ψn+1,l (r) решение дифференциального уравнения
(17.4), удовлетворяющее граничному условию: Γn+1 [ψn+1,l]|r=rn+1

= 0.
Рекуррентными соотношениями определим остальные nфункций ψkl :

Γk
j1 (ψk,l) = Γk

j2 (ψk+1,l) , r = rk, k = 1, ..., n, j = 1, 2.

Аналогично, через ϕ1,l (r) обозначим решение дифференциального
уравнения (17.4), удовлетворяющее граничному условию:

Γ0 [ϕ1,l]|r=r0
= 0.

Рекуррентным соотношениями определим остальные n функций ϕk,l :

Γk
j2 (ϕk+1,l) = Γk

j1 (ϕk,l) , r = rk, k = 1, ..., n, j = 1, 2. (17.8)

Функции ϕk,l и ψkl определены корректно ввиду условия (17.7).
Введем также обозначения

Γk
ij [ϕk,l (r)] = ϕk

ij,l (r) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

Γk
ij [ψk,l (r)] = ψk

ij,l (r) , i, j = 1, 2; k = 1, ..., n,

Ωk,l (ρ) =

(
ϕk
11,l (ρ) ψk

11,l (ρ)
ϕk
12,l (ρ) ψk

12,l (ρ)

)
.

Заметим, что определители detΩk,l (ρ) не зависят от ρ.
Всюду ниже считаем выполненными условия неограниченной разре-

шимости задачи:
1) числовые последовательности α0,l, αn+1,l, α

k
j1,l, α

k
j2,l при l →∞ име-

ют рост не выше степенного;
2) для каждого целого l ∈ Z выполнены условия:
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detΩk,l (ρ) 	= 0; k = 1, ..., n. (17.9)

Введҷм функций влияния H∗
j,s следующими формулами:

при k <s

H∗
ks,l = ϕk,l (r)

(
1 0

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk < r < rk−1, rs < ρ < rs−1; k, s = 1, ..., n+ 1,

при k >s

H∗
ks,l = −ψk,l (r) ·

(
0 1

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk < r < rk−1, rs < ρ < rs−1,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕk,l (r)
(
1 0

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk < r < ρ < rk−1

ϕk,l (r)
(
0 1

)
Ω−1s,l (ρ)

(
0
1

)
,

rk < ρ < r < rk−1.

Функции H∗
ks,l (r, ρ) определены корректно в силу условий неограни-

ченной разрешимости задачи. Решение задачи (17.4)-(17.6) можно найти
используя функции влияния:

ûj,l (r) = H∗
j1,l (r, r0)

(
0
1

)
ĝ0,l +H∗

jn,l (r, rn+1)

(
0
1

)
ĝn+1,l+

+
n∑

s=1

H ∗
js,l (r, rs)

(
ĝ1s,l
ĝ2s.l

)
. (17.10)

В изображениях Фурье с неразделенными переменными на сфере S0

задача (17.1)-(17.3) принимает вид:
найти решение сепаратной системы линейных дифференциальных урав-

нений с постоянными коэффициентами

1

rN−1
d

dr
(rN−1

dũk,l
dr

)− l (l +N − 2)
1

r2
ũk,l = 0 ; l ∈ Z (17.11)
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по краевым условиям

Γ0 [ũ1,l] | r=r0 = rN−10 g̃0,l, Γn+1 [ũn+1,l] | r=rn+1 = rN−1n+1 g̃n+1,l (17.12)

по условиям неоднородного контакта в точках сопряжения интерва-
лов

Γk
j1,l [ũk,l]− Γk

j2,l [ũk+1,l] = rN−1k g̃jk,l, r = rk, k = 1, ..., n ; j = 1, 2. (17.13)

Из формулы (17.10) следует, что решение задачи (17.11)-(17.13) имеет
вид:

ũj,l (r) = H ∗
j1,l (r, r0) r

N−1
0

(
01

)
g̃0,l +H ∗

jn,l (r, rn+1) r
N−1
n+1

(
0
1

)
g̃n+1,l+

+
∑n

s=1H
∗
js,l (r, rs) r

N−1
s

(
g̃1s,l
g̃2s,l

)
.

Возвращаясь к оригиналам Фурье, получим формулу для решений
задачи (17.1)-(17.3) в виде

uj (r, η) =
1

ωN

∫
S0

(
Hj1 (r, r0, 〈η, ξ〉) rN−10

(
0
1

)
g0 (η) +

+Hjn (r, rn+1, 〈η, ξ〉) rN−1n+1

(
0
1

)
gn+1 (η)+

+
n∑

s=1

Hj,s (r, rs, 〈η, ξ〉) rN−10

(
g1s (η)
g2s (η)

))
dS0,

где

H j,s (r, rs, 〈η, ξ〉) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
C

N/2−1
l (〈η, ξ〉)H∗

j,s,l (r, rs) .

188



17.2 Задачи сопряжения и операторы преоб-
разования

Пусть B0 - единичный шар из RN , B0 =
{
x ∈ RN : ‖x‖2 ≤ 1

}
. Рассмот-

рим модельные задачи Дирихле в B0 :{
Δû0 = 0, x ∈ B0,
û0 = g0 (η) , η ∈ S0;{
Δûn+1 = 0, x ∈ B0,

ûn+1 = gn+1 (η) , η ∈ S0;{
Δûjq = 0, x ∈ B0,

ûjq = gjq (η) , η ∈ S0.

Если функции g0 (η) , gn+1 (η) , gjq (η) непрерывны на соответствую-
щих сферах, то решение каждой из указанных задач существует, един-
ственно и находятся по формуле Пуассона для шара. Основную формулу
(17.14) можно переписать в виде:

u = P0 [û0] + Pn+1 [ûn+1] +
2∑

j=1

n∑
s=0

Pjs [ûjs] ,

где P0, Pn+1, Pjq операторы преобразования:

P0 : û0 → u0, u0 (r, η) =
n+1∑
k=0

χ (Vk) u0, k (r, η) ,

u0,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

1,j,l (r, r0) r
N−1
0 r−l

(
0
1

)
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û0 (r, η) dS0;

Pn+1 : ûn+1 → un+1, un+1 (r, η) =
n+1∑
k=0

χ (Vk) un+1, k (r, η) ,

un+1,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,n,l (r, rn+1) r
N−1
n+1 r

−l
(

0
1

)
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) ûn+1 (r, η) dS0,
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а также: ,

u1s,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,s,l (r, rs) r
N−1
s r−l

(
01

)
·

·
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) û1s (r, η) dS0

u2s,j (r, η) =
∞∑
l=0

l +N/2− 1

N/2− 1
H∗

j,s,l (r, rs) r
N−1
s r−l

(
0
1

)
·

·
∫
S0

C
N/2−1
l (〈η, ξ〉) ũ2s (r, η) dS0.

Из условий (17.9)неограниченной разрешимости следует

Теорема 17.1 . Пусть P0, Pn+1, Pjq операторы преобразования P0 : û0 →
u0, Pn+1 : ûn+1 → un+1, Pjs : ûjs → ujs. Тогда функции u0, un+1, ujq
кусочно- гармонические в Bn, причем их компоненты u0,k, un+1,k, ujq,k
- функции непрерывные в шаровом слое Vk.
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Часть IV

Операторный метод в задачах
анализа и математической

физики



Глава 18

Разложение оператора
преобразования в произведение
граничного оператора и
оператора сглаживания

18.1 Операторы Γi, порождаемые граничны-
ми условиями, и их свойства.

Пусть функция y = f (x) определена и ограничена на действительной
полуоси x ≥ l0. Введем серию граничных операторов Γi :

Γi [f ] = θ (x− l0) f (x) + θ (x− l0) hif (x+ 2li) , , (18.1)

i = 1, ..., n ; 0 < hi < 1
где θ - единичная функция Хевисайда, l1, l2, ..., ln точки на полуоси

такие, что
l0 < l1 < l2 < ... < ln ; li − l0 ≤ li+1 − li, i = 1, ..., n− 1.
В дальнейшем, не уменьшая общности рассуждений, будем считать,

что l0 = 0.
Оператор, обратный к Γi, действует на функцию g, ограниченную на

x ≥ l0 по правилу:
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Γ−1i [g] =
∞∑
k=0

(−1)khkg (x+ 2li · k) . (18.2)

Оператор, сопряженный к Γi, имеет вид:

Γ∗i [g] = θ (x) g (x) + hθ (x− 2li) g (x− 2li) . (18.3)

Произведение операторов Γ1, ...,Γn обозначим символом Γ, Γ ≡ Γn ·
... · Γ1.

Из формулы (18.1) получим выражение для обратного оператора Γ−1

:
Оператор, сопряженный к Γ ≡ Γn · ... · Γ1, имеет вид Γ∗ = Γ∗1 · ... · Γ∗n.

18.2 Операторы сглаживания Li.

Пусть функция y = f (x) задана на действительной кусочно- однородной
полуоси I+n , непрерывно-дифференцируема на I+n , причем в точках стыка
выполнены условия сопряжения:

f (li−) = f (li+) ,
kif

/ (li−) = f / (li+) , i = 1, ..., n .

Оператор сглаживания в точке li определим равенством:

Li [f ] = θ (x) θ (li − x)

(
kif (x) +

1− ki
2

f (2li − x)

)
+ θ (x− li)

ki + 1

2
f (x) .

(18.4)
Операторы, обратный и сопряженный к Li, имеют соответственно

вид:

L−1i [g] = θ (x) θ (li − x) 1
ki

(
g (x)− 1−ki

1+ki
g (2li − x)

)
+

+θ (x− li)
2

ki+1
g (x)

, (18.5)

L∗i [g] = θ (x) θ (li − x) kig (x)+
+θ (x− li) θ (2li − x)

(
1+ki
2
g (x) + 1−ki

2
g (2li − x)

)
+

+θ (x− 2li)
ki + 1

2
g (x) . (18.6)
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Произведение операторов L1, ..., Ln обозначим через L, L ≡ Ln · ... ·L1.
Обратный и сопряженный к оператору L имеют вид L−1 = L−11 · ... ·L−1n

и L∗ = L∗1 · ... · L∗n, соответственно.
Приведем важнейшие свойства операторов сглаживания.
1. Оператор L функции f, кусочно-непрерывно дифференцируемой

на I+n , сопоставляет функцию L [f ] , непрерывно-дифференцируемую на
полуоси.

2. Если в выражении для оператора Γ положить hi = 1−ki
1+ki

, i = 1, ..., n,
то справедливо равенство L [f ]|x=0 = Γ [f ]|x=0 .

18.3 Применение операторов преобразования
в теории интегральных преобразований.

Теорема разложения по собственным функциям оператора Фурье − d2

dx2

для кусочно-однородного полупространства формулируется следующим
образом.

Теорема 18.1 . Если функция y = f (x) определена на I+n , кусочно-
непрерывна, абсолютно интегрируема и имеет ограниченную вариацию
на I+n , то для каждого x ∈ I+n справедливо интегральное представление

f (x) =
2

π

∞∫
0

L−1 · Γ−1 [sinλx]

⎛
⎝ ∞∫

0

L∗ · Γ∗ [sinλξ] f (ξ) dξ

⎞
⎠ dλ. (18.7)

Доказательство. В силу построения операторов L и Γ функция Γ ·L [f ]
удовлетворяет условиям теоремы разложения для sin- преобразования
Фурье. Тогда

Γ · L [f ] (x) =
2

π

∞∫
0

sinλx

⎛
⎝ ∞∫

0

sinλξ Γ · L [f ] (ξ) dξ

⎞
⎠ dλ.

Действуя обратным оператором L−1 · Γ−1 на обе части записанного
представления в соответствии с определением сопряженных операторов
L∗ и Γ∗ установим требуемый результат.
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Теорема разложения позволяет определить прямой и обратный опе-
раторы Фурье на действительной кусочно-однородной полуоси по пра-
вилам:

f̂ (λ) =

∞∫
0

L∗ · Γ∗ [sinλξ] f (ξ) dξ, (18.8)

f (x) =
2

π

∞∫
0

L−1 · Γ−1 [sinλx] f̂ (λ) dλ. (18.9)

Замечание18.1. Установленные нами интегральные преобразования
(18.8)-(18.9) получены ранее методом δ - образных последовательностей
в работе [20], однако в ней не была выявлена внутренняя структура ядра.

18.4 Операторы L и Γ для кусочно-
однородного пространства.

Пусть функция y = f (x) определена на кусочно-однородной оси In,

In =

{
x : x ∈

n+1

U
j=0

(lj−1, lj) , l−1 = −∞, ln+1 =∞, lj−1 < lj,

}
.

Введем серию операторов сглаживания Li :

Li [f ] = θ (li − x)

(
kif (x) +

1− ki
2

f (2li − x)

)
+ θ (x− li)

ki + 1

2
f (x) ,

где функция y = f (x) удовлетворяет условиям сопряжения в точках
стыка интервалов

f (li−) = f (li+) ,
kif

/ (li−) = f / (li+) , i = 0, ..., n .
(18.10)

Свойства операторов Li :
1. Каждая из функций gi = Li [f ] - непрерывно- дифференцируема в

точке li.
2. Каждая из функций gi = Li [f ] в точках lj, j > i удовлетворяет

условиям сопряжения (18.10).
3. Оператор, обратный к Li, имеет вид:
f (x) ≡ L−1i [g] =
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= θ (li − x)
1

ki

(
g (x)− 1− ki

1 + ki
g (2li − x)

)
+ θ (x− li)

2

ki + 1
g (x) .

4. Оператор, сопряженный к Li, определяется равенством:

L∗i [g] = θ (li − x) kig (x) + θ (x− li)

(
1 + ki
2

g (x) +
1− ki

2
g (2li − x)

)
.

Введем также серию граничных операторов
Γi =

θ (l − x) (g (x) + hih0 · g (2li − x)) + θ (x) (g (x) + hih0 · g (2li + x)) g (x) .

hi =
1− ki
1 + ki

, i = 0, 1, ..., n.

Операторы, обратный и сопряженный к граничным Γi, имеют вид:

Γ−1i [p] =
∞∑
j=0

(−1)j hjihj0 · (θ (−x) p (2li · j − x) + θ (x) p (x+ 2li · j))

Γ
∗
i [f ] = f (x) + hih0θ (x− 2li) (f (2li − x) + f (2li + x)) ,

соответственно.
Определим, наконец, операторы L ≡ Ln · ... · L1 и Γ ≡ Γn · ... · Γ1, для

которых будем иметь:
L−1 = L−11 ·... ·L−1n ; L∗ = L∗1 ·... ·L∗n ; Γ∗ = Γ∗1 ·... ·Γ∗n ; Γ−1 = Γ−11 ·... ·Γ−1n .

Теорема 18.2 . Если функция f удовлетворяет в точках стыка
l0, l1, ..., ln условиям сопряжения (18.10), то функция f̂ = L0 · Γ · L [f ]
непрерывна во всех точках стыка l0 < l1 < l2 < ... < ln таких, что
li − l0 ≤ li+1 − li, i = 1, ..., n− 1.

Как и в случае полупространства с помощью оператора L0 · Γ · L можно
решить следующие задачи:

1. Получить теорему разложения для кусочно-однородного простран-
ства;

2. Ввести интегральные преобразования Фурье для кусочно- однород-
ного пространства.

3. Получить аналоги классических формул математической физики:
формулы Кирхгофа в теории уравнений гиперболического типа, форму-
лы Пуассона в теории уравнений параболического типа.

Приведем теорему разложения:
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Теорема 18.3 . Если функция y = f (x) определена на In, кусочно-
непрерывна, абсолютно интегрируема и имеет ограниченную вариацию
на In, то для каждого x ∈ In справедливо интегральное представление

f (x) =
1

2π

∞∫
−∞

L−1 · Γ−1 · L−10

[
eiλx

] ⎛
⎝ ∞∫
−∞

L∗ · Γ∗ · L∗0
[
e−iλξ

]
f (ξ) dξ

⎞
⎠ dλ.

(18.10)

Доказательство. Из конструкции операторов L и Γ следует, что функ-
ция L0 · Γ · L [f ] удовлетворяет условиям теоремы разложения для клас-
сического преобразования Фурье. Тогда

L0 · Γ · L [f ] (x) =
1

2π

∞∫
−∞

eiλx

⎛
⎝ ∞∫
−∞

eiλxL0 · Γ · L [f ] (ξ) dξ

⎞
⎠ dλ.

Действуя обратным оператором L−1·Γ−1·L−10 на обе части записанного
представления в соответствии с определением сопряженных операторов
L∗ и Γ∗, установим требуемый результат.

Теорема разложения позволяет определить прямой и обратный опе-
раторы Фурье на действительной кусочно-однородной оси по правилам:

f̂ (λ) =

∞∫
−∞

L∗ · Γ∗ · L∗0
[
e−iλξ

]
f (ξ) dξ, (18.11)

f (x) =
1

2π

∞∫
0

L−1 · Γ−1 · L−10

[
eiλx

]
f̂ (λ) dλ. (18.12)
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Глава 19

Операторный метод для
функций
кусочно-аналитических в
правой полуплоскости

19.1 Операторы Γi и их свойства.
Пусть функция f = f (z) определена и ограничена в полуплоскости
Rez ≥ l0. Введем оператор Γi :

Γi [f ] = θ (x− l0) f (z) + θ (x− l0) hif (z + 2li) , i = 1, ..., n, 0 < hi < 1,
(19.1)

где θ - единичная функция Хевисайда, l1, l2, ..., ln точки на полуоси
такие, что l0 < l1 < l2 < ... < ln ; li − l0 ≤ li+1 − li, i = 1, ..., n − 1. В
дальнейшем, не уменьшая общности рассуждений, будем считать, что
l0 = 0. Оператор, обратный к оператору Γi, действует на функцию g
ограниченную и аналитическую в полуплоскости x ≥ l0, по правилу:

Γ−1i [g] =
∞∑
k=0

(−1)khkg (z + 2li · k) . (19.2)

Оператор, сопряженный к оператору Γi, имеет вид:

Γ∗i [g] = θ (x) g (z) + hθ (x− 2li) g (z − 2li) . (19.3)
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Произведение операторов Γ1, ...,Γn обозначим символом Γ, Γ ≡ Γn ·
... · Γ1.

Из формулы (19.1) получим выражение для обратного оператора Γ−1

:

Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)k hkg (z + 2l · k) , hk = hk1 · ... · hkn , l · k =
n∑

i=1

li · ki .

Оператор, сопряженный к Γ ≡ Γn · ... · Γ1, имеет вид Γ∗ = Γ∗1 · ... · Γ∗n.

19.2 Операторы сглаживания Li.

Пусть функция f = f (z) задана в кусочно-однородной полуплоскости I+n
кусочно-аналитическая на I+n , причем на прямых сопряжения выполнено
условие:

f− (η) = f+ (η) + kif+ (η), Reη = li,

ki - действительное, |ki| < 1. Оператор сглаживания на прямой Rez =
li определим равенством:

Li [f ] = θ (x) θ (li − x)
(
f (z)− ki · f (2li − z)

)
+ θ (x− li) f (z) . (19.4)

Оператор, обратный к Li, имеет вид:

L−1i [g] = θ (x) θ (li − x)
(
g (z)− ki · g (2li − z)

)
+ θ (x− li) g (z) . (19.5)

Произведение операторов L1, ..., Ln обозначим через L, L ≡ Ln · ... ·L1.
Оператор, обратный к оператору L, имеет вид L−1 = L−11 · ... · L−1n .

Приведем важнейшие свойства операторов сглаживания.
1. Оператор L функции f, кусочно-аналитической в I+n , сопоставляет

функцию f̂ = L [f ] , аналитическую в полуплоскости x ≥ l0.
2. Справедливо равенство
ReL [f ]

∣∣∣
x=0

= Re Γ [f ]
∣∣∣
x=0

,

при этом в выражении для оператора Γ положено hi = −ki, i = 1, ..., n.
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19.3 Формула Шварца для кусочно-
однородного полупространства.

Формула Шварца в случае кусочно-однородного полупростраства ре-
шает следующую задачу: найти функцию f = f (z) , аналитическую в
кусочно-однородной полуплоскости {z = x+ iy : x ∈ I+n , y ∈ R } , по гра-
ничному значению действительной части Ref и условиям сопряжения

f− (η) = f+ (η) + kif+ (η), Reη = li, i = 1, ..., n.

Применение оператора Γ · L, сводит поставленную задачу к соответ-
ствующей задаче для однородной полуплоскости, таким образом, фор-
мула Шварца для кусочно-однородной полуплоскости будет иметь вид:

f (z) =
1

πi

∞∫
−∞

L−1 · Γ−1
[

1

t− z

]
Ref (t) dt+ iC,

где С- действительная константа.
Следствие 19.1. Выпишем в явном виде формулу Шварца с одной

линией сопряжения:

f (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
j=0

kj 1
πi

∞∫
−∞

[
1

t−z−2lj − k · 1
t+z−2(l+1)j

]
Ref (t) dt+ (1− k) C, ;

0 < x < l, y ∈ R
∞∑
j=0

kj 1
πi

∞∫
−∞

1
t−z−2ljRef (t) dt+ iC,

l < x, y ∈ R .

19.4 Формула Пуассона для кусочно-
однородного полупространства.

Задача Дирихле в случае кусочно-однородного полупростраства ставит-
ся следующим образом: найти решение u = u (y, x) уравнения Лапласа

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x ∈ I+n , y ∈ R,

удовлетворяющее граничному условию
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u|x=0 = f (y)

и условиям сопряжения

u (y, li−) = u (y, li+) ,

kiu
/
x (y, li−) = u

/
x (y, li+) , i = 1, ..., n.

Применение оператора Γ · L приводит поставленную задачу к зада-
че Дирихле для однородной полуплоскости. В итоге для решения u =
u (y, x) будем иметь:

u (y, x) =
1

π

∞∫
−∞

L−1 · Γ−1
[

x

x2 + (y − η)2

]
f (η) dη.

Следствие 19.2. Формула Пуассона с одной прямой сопряжения x =
l принимает вид:

u (y, x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
j=0

(
1−k
1+k

)j 1
π

∞∫
−∞

[
x+2lj

(x+2lj)2+(y−η)2 −

−1−k
1+k

· 2l(j+1)−x
(2l(j+1)−x)2+(y−η)2

]
f (η) dη, 0 < x < l, y ∈ R;

2k
k+1

∞∑
j=0

(
1−k
1+k

)j 1
π

∞∫
−∞

x+2lj

(x+2lj)2+(y−η)2f (η) dη, l < x, y ∈ R .
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Глава 20

Операторный метод для
функций
кусочно-аналитических в круге

20.1 Операторы Γi и их свойства .
Рассмотрим следующие операторы: для функции f = f (z) , ограничен-
ной и гармонической в круге B= {z : |z| ≤ r0 } положим:

Γi [f ] = χB (z) f (z) + χB (z) hif
(
z · r2i

)
, i = 1, ..., n, 0 < hi < 1, (20.1)

χB (z) - характеристическая функция множества B, r0, r1, r2, ..., rn, rn+1

- точки на [0, 1] , такие, что
1 = r0 > r1 > r2 > ... > rn > rn+1 = 0 ; ri

r0
≤ ri+1

ri
, i = 1, ..., n− 1.

Оператор, обратный к Γi, действует на функцию g, ограниченную и
аналитическую в круге B по правилу:

Γ−1i [g] =
∞∑
k=0

(−1)khkg
(
z · r2ki

)
. (20.2)

Произведение операторов Γ1, ...,Γn обозначим символом Γ, Γ ≡ Γn ·
... · Γ1.

Из формулы (20.1) получим выражение для обратного оператора Γ−1

:

202



Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)k hkg
(
z · r2k

)
, hk = hk1 · ... · hkn , r2k =

n∏
i=1

r2kii .

20.2 Операторы сглаживания Li.

Пусть функция f = f (z) аналитическая в кусочно-однородном круге B+
n

:
B+

n =
n

U
j=0

Bj, Bj = { z : rj+1 < |z| < rj} , j = 0, ..., n,

причем на окружностях сопряжения выполнены условия сопряжения:

f− (η) = f+ (η) + kif+ (η), Reη = li, i = 1, ..., n,

ki - действительное f− (η) , f+ (η) - предельные значения функции
f = f (z) извне и изнутри круга |z| < ri, соответственно. Оператор сгла-
живания для линии сопряжения |η| = ri определим равенством:

Li [u] = χE−i
(z)

(
f (z)− kif

(
z · r2i
|z|2

))
+ χE+

i
(z) f (z) , (20.3)

где

E+
i = {z : |z| < ri} , E−i = {z : |z| > ri} .

Оператор, обратный к оператору Li, имеет вид:

Li [g] = χE−i
(z)

(
g (z) + kig

(
z · r2i
|z|2

))
+ χE+

i
(z) g (z) ; (20.4)

Примем обозначения: L ≡ Ln · ... · L1, L
−1 = L−11 · ... · L−1n .

Приведем важнейшие свойства операторов сглаживания.
1. Оператор L функции f, кусочно-аналитической в B+

n , сопоставляет
функцию f̂ = L [f ] , аналитическую в единичном круге.

2. Справедливо равенство
ReL [f ] = ReΓ [f ] , |η| = 1,
при этом в выражении для оператора Γ положено hi = −ki, i = 1, ..., n.
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20.3 Формула Шварца для функций
кусочно-аналитических в круге.

Формула Шварца в случае кусочно-однородного круга решает следую-
щую задачу: найти функцию f = f (z) аналитическую в кусочно-однородном
круге B+

n по граничному значению ее действительной части и по усло-
виям сопряжения:

f− (η) = f+ (η) + kif+ (η), |η| = ri, i = 1, ..., n .
Применение оператора Γ · L позволяет получить формулу Шварца

для кусочно-однородного круга:

f (z) = L−1 · Γ−1 1
πi

∫
C

[
1

η−z

]
Ref (t) dt−

n∏
i=1

(1− ki) f (0),

C = {η : |η| = 1} , z ∈ B+
n .

Следствие 20.1. Выпишем в явном виде формулу Шварца с одной
окружностью сопряжения {z : |z| = r} ; 0 < r < 1 :

f (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−
n∏

i=1

(1− ki)f (0) +
∞∑
j=0

kj 1
πi

∫
C

(
1

η−zr2j − k
η− z

|z|2 r
2j+2

)
Ref (η) dη;

r < |z| < 1;

−
n∏

i=1

(1− ki)f (0) +
∞∑
j=0

kj 1
2π

∫
C

1
η−zr2jRef (η) dη,

|z| < r.
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Глава 21

Метод операторов
преобразования в задачах
математической физики
однородных сред

21.1 Третья краевая задача со сдвигом для
однородного полупространства.

Пусть функция û = û (x, y) гармонична в полупространстве R+
m+1 и при-

надлежит классу
Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2. Рассмотрим уравнение Лапласа

Δu = 0, (x, y) ∈ R+
m+1

с граничным условием

h1u (x, 0) + h2u (x, l) +
∂

∂y
u (x, 0) = û (x, 0) , l > 0,

где h1 < h2 < 0 постоянные, û (x, 0) - след функции û = û (x, y) на
гиперплоскости y = 0. Непосредственная проверка показывает, что реше-
ние поставленной задачи существует, единственно, принадлежит классу
Hα+1

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2, и имеет вид:
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u =

∞∫
−∞

L−1 [P (x− ξ, y)] û (ξ, 0) dξ,

где P (x− ξ, y) - ядро Пуассона для полупространства, L−1 - оператор
преобразования из Hα

2 в Hα+1
2 , действующий по правилу L−1 : û→ u,

L−1 [û] = −
∞∑
j=0

hj2ε
j

j!

∞∫
0

eh1 εû (x, y + 2lj + ε) dε.

Заметим, что L−1 - оператор, обратный к оператору L = h1+h2Γ+
∂
∂y
,

где Γ - оператор сдвига: Γ [u] ≡ u (x, y + l) .

21.2 Задача Дирихле для однородной поло-
сы.

Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Лапласа в полосе:

Δu = 0, x ∈ Rm, 0 < y < l ,

с граничными условиями

u (x, 0) = û (x, 0) ,
u (x, l) = 0,

где û (x, 0) - след на гиперплоскости y = 0 функции û = û (x, y) .
Функция û = û (x, y) гармоническая в R+

m+1 : û ∈ Hα
2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2,

m ≥ 2 и
(
1 + |x|2 + y2

)β
û ∈ Hα

2

(
R+

2

)
при m = 2, для некоторого β > 0.

Оператор преобразования J : û→ u задается формулой:

J [û] =
∞∑
j=0

(
û (x, y + 2l · j)− û (x, 2l − y + 2l · j)

)
.

Следовательно, для решения задачи Дирихле в полосе имеем:

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y)] · û (ξ, 0) dξ,
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где P (x− ξ, y) - ядро Пуассона для полупространства. Суммируя в
полученной формуле ядро, найдем многомерный аналог формулы Пала-
тини для полосы [18]:

u (x, y) =

∫
Rm

Pm (|x− ξ| , y) · û (ξ, 0) dξ,

где

Pm (|x− ξ| , y) = (−1)m−1

2m−2π
m+1

2 Γ
(
m−1
2

) ∂m−1

∂ym−1

1∫
0

(
1− ε2

)m−3
2 ·P1 (ε |x− ξ| , y) dε,

P1 - ядро Пуассона для полосы в R+
2 .

21.3 Условия периодичности для однородной
полосы.

Рассмотрим задачу Дирихле для функции u = u (x, y) , гармонической в
полосе Π = { (x, y) : x ∈ Rm, 0 < y < l } :

Δu = 0, (x, y) ∈ Π

с неоднородными граничными условиями

u (x, 0) = u (x, l) + û (x, 0) ,
u/ (x, 0) = u/ (x, l) ,

здесь функция û = û (x, y) , гармоническая вR+
m+1, û ∈ Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥

2 , m ≥ 2 и
(
1 + |x|2 + y2

)β
û ∈ Hα

2

(
R+

2

)
, α ≥ 2 при m = 2, для некото-

рого β > 0. Оператор преобразования J : û→ u определяем равенством:

J [û] =
1

2

∞∑
j=0

(
û (x, y + l · j)− û (x, l − y + l · j)

)
.

В итоге для решения краевой задачи с условиями периодичности по-
лучаем формулу:

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y)] · û (ξ, 0) dξ,
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где P (x− ξ, y) - ядро Пуассона для полупространства.

21.4 Теплопроводность в ограниченном
стержне.

Рассмотрим смешанную краевую задачу для функции u = u (t, x) в об-
ласти { (t, x) : t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ l } , удовлетворяющей уравнению:

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, { (t, x) : t > 0, 0 < x < l }

начальному условию

u (0, x) = 0,

граничным условиям

u (t, 0) = û (t, 0) ,
hu (t, l) + ∂

∂x
u (t, l) = 0 .

Пусть функция û = û (t, x) определена в области { (t, x) : t ≥ 0, x ≥ 0 }
и удовлетворяет уравнению

∂û

∂t
= a2

∂2û

∂x2
, { (t, x) : t > 0 , x > 0 }

и начальному условию

û (0, x) = 0.

Для каждого значения t функция û (t, x) предполагается такой, что
для некоторого фиксированного β > 0 выполнено
e−β xû ∈ Hα

2 (x ≥ 0) , α ≥ 2,
причем e−β xû имеет в классе Hα

2 (x ≥ 0) рост не выше степенного, т.е.
для некоторых c, k выполняется неравенство:

∞∫
0

e−2β x |û (t, x)|2 dx ≤ ctk.

Оператор преобразования J : û→ u определяется формулой:

u =
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∞∑
j=0

⎛
⎝ ∞∫

0

e−hε
(
Lj+1 (2hε)

(j + 1) !
û (t, 2l − x+ 2lj)− Lj (2hε)

j !
û (t, x+ 2lj)

)
dε

⎞
⎠ ,

Lj (x) = ex
dj

dxj
(
e−xxn

)
- полиномы Чебышева-Лаггера [19].

Применив оператор преобразования J : û → u, для неизвестной
структуры температурного поля u = u (t, x) найдем выражение:

u = J [û (t, x)] ,

где û = û (t, x) выражается формулой [18]:

û (t, x) =
x

2a
√
π

t∫
0

û (τ, 0)

(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ)dτ.
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Глава 22

Метод операторов
преобразования в задачах
математической физики
кусочно-однородных сред

22.1 Кусочно-однородное пространство
Примем обозначение

In+1 =

{
y : y ∈

n+1

U
j=0

(lj−1, lj) , l−1 = −∞, ln+1 =∞, lj < lj+1

}
,

числа 0 = l0 < l1 < l2 < ... < ln такие, что li − l0 ≤ li+1 − li, .
В Rm × In+1 рассмотрим сепаратную систему уравнений Лапласа:

Δui = 0, (x, y) ∈ Rm × (li−1, li) , i = 0, 1, ..., n+ 1

по условиям сопряжения на гиперплоскости y = l0

u0 (x, l0)− u1 (x, l0) = û (x, l0) ,
k0

∂
∂y
u0 (x, l0) =

∂
∂y
u1 (x, l0)

по условиям сопряжения на гиперплоскостях y = li
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uj (x, lj) = uj+1 (x, lj) ,
kj

∂
∂y
uj (x, lj) =

∂
∂y
uj+1 (x, lj) , j = 1, ..., n,

где û (x, l0) - след на гиперплоскости y = l0 функции û = û (x, y) ,
гармонической из класса Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2. Из определения оператора

преобразования следует, что решение поставленной задачи существует
единственно, принадлежит классу Hα

2 (Rm × In+1) , α ≥ 2, и имеет вид:

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y − l0)] · û (ξ, l0) dξ,

где P (x, y) - ядро Пуассона для полупространства, J - оператор пре-
образования J : û→ u,

u (x, y) =
n+1∑
k=0

θ (y − lk−1) θ (lk − y) uk (x, y) ,

J [û] = Λ−1 · Γ−1 · Λ−10

(
1

2
θ (−y)S − 1

2
θ (y)E

)
[û] ,

S - оператор отражения: S : û→ û (x,−y) , E - единичный оператор,
Λ ≡ Λn · ... · Λ1 и Γ ≡ Γn · ... · Γ1,

Λi [f ] = θ (li − y)

(
kif (x, y) +

1− ki
2

f (x, 2li − y)

)
+θ (y − li)

ki + 1

2
f (x, y) ,

Γi [g] = g (x, y) +
1− ki
1 + ki

1− k0
1 + k0

·(
θ (li − y) g (x, 2li − y) + θ (y − li) g (x, 2li + y)

)
.

Операторы, обратные к Λi и Γi, имеют вид, соответственно:

Λ−1i [g] = θ (li − y) 1
ki

(
g (x, y)− 1−ki

1+ki
g (x, 2li − y)

)
+

+θ (y − li)
2

ki+1
g (x, y) ,

Γ−1i [h] =
∞∑
j=0

(−1)j
(
1− ki
1 + ki

)j (
1− k0
1 + k0

)j
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(
θ (−y) · h (x, 2li · j − y)+θ (y) · h (x, y + 2li · j)

)
.

22.2 Задача Дирихле для кусочно-однородного
полупространства.

Введем обозначения:
В кусочно-однородном пространстве Rm× I+n рассмотрим задачу Ди-

рихле для сепаратной системы уравнений Лапласа:

Δui = 0, (x, y) ∈ Rm × (li−1, li) , i = 1, ..., n,

по граничному условию

u1 (x, l0) = û (x, l0) ,

по условиям сопряжения

mjuj (x, lj) = uj+1 (x, lj) ,
kj

∂
∂y
uj (x, lj) =

∂
∂y
uj+1 (x, lj) , j = 1, ..., n ,

где û (x, l0) - след на гиперплоскости y = l0 функции û = û (x, y) ,
гармонической из класса Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2.

Решение u = u (x, y) ,

u (x, y) =
n∑

k=1

θ (y − lk−1) θ (lk − y) uk (x, y) + θ (y − ln) un+1 (x, y)

cуществует, единственно и принадлежит классу
Hα

2

(
Rm × I+n+1

)
, α ≥ 2 :

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y − l0)] · û (ξ, l0) dξ,

где P (x, y) - ядро Пуассона для полупространства, J - оператор пре-
образования:

J [û] = Λ−1 · Γ−1 [û] .
При этом
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Γ ≡ Γn · ... · Γ1,Λ ≡ Λn · ... · Λ1,

Γi [f ] = θ (y − l0) f (x, y) + θ (y − l0)
mj − ki
mj + ki

f (x, y + 2li) , 0 < hi < 1,

Λi [f ] = θ (y) θ (li − y)
(

ki
mi
f (x, y) + mi−ki

2mi
f (x, 2li − y)

)
+

+θ (y − li)
mi+ki
2mi

f (x, y)

оператор Γ−1 имеет вид:

Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)k hkg (x, y + 2l · k) ,

далее Λ−1 = Λ−11 · . . .Λ−1n ,

Λ−1i [g] = θ (y) θ (li − y) mi

ki

(
g (x, y)− mi−ki

mi+ki
g (x, 2li − y)

)
+

+θ (y − li)
2mi

mi+ki
g (x, y) ,

где

hk = hk11 · ... · hknn , hi =
mj − ki
mj + ki

, l · k =
n∑

i=1

li · ki.

22.3 Полупространство с неоднородными
условиями сопряжения.

Лемма 22.1 Пусть функция v̂ = v̂ (x, y) - гармонична в полупростран-
стве R+

m+1 = { (x, y) : x ∈ Rm, y ∈ R } и принадлежит классу
Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2. Решение

u (x, y) = θ (y − l0) θ (l − y) u1 (x, y)+ θ (y − l) u2 (x, y) краевой задачи со-
пряжения в кусочно- однородном полупространстве Rm × I+1 для сепа-
ратной системы уравнений Лапласа

Δu1 = 0, (x, y) ∈ Rm × (l0, l) , Δu2 = 0, (x, y) ∈ Rm × (l,∞)
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с граничным условием

u1 (x, l0) = 0

и условиями сопряжения

u1 (x, l)− u2 (x, l) = v̂ (x, l) ,
∂

∂y
u1 (x, l) =

∂

∂y
u2 (x, l)

имеет вид:

u1 = −1
2
û (x, y + 2l) + 1

2
û (x, 2l − y) , 0 < y < l ,

u2 = −1
2
û (x, y + 2l)− 1

2
û (x, y) , l < y.

Таким образом, задан оператор преобразования: T : û→ u.

В кусочно- однородном полупространстве Rm × I+1 рассмотрим задачу о
решении сепаратной системы уравнений Лапласа:

Δz1 = 0, (x, y) ∈ Rm × (l0, l) , Δz2 = 0, (x, y) ∈ Rm × (l,∞)

с граничным условием

z1 (x, l0) = 0

и неоднородными условиями сопряжения

z1 (x, l)− z2 (x, l) = v̂ (x, l) , k
∂

∂y
z1 (x, l) =

∂

∂y
z2 (x, l) ,

где v̂ (x, l) - след на гиперплоскости y = l функции v̂ = v̂ (x, y) гар-
монической в R+

m+1 = Rm × (l,∞) из класса Hα
2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2. При-

менение оператора преобразования J, порождаемого рассматриваемой
краевой задачей, дает выражение для z,

z = J [u] ,

z (x, y) = θ (y − l0) θ (l − y) z1 (x, y) + θ (y − l) z2 (x, y) ,

где u = u (x, y) - решение вспомогательной задачи сопряжения. Из
леммы 22.1 следует равенство:
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z (x, y) =

∫
Rm

J · T [P (x− ξ, y − l)] · v̂ (ξ, l) dξ,

при этом функция z из класса Hα
2

(
Rm × I+1

)
, α ≥ 2,

22.4 Операторы преобразования и векторные
краевые задачи

1. Третья краевая задача для однородного полупространства. Пусть вектор-

функция û = û (x, y) гармонична в полупространстве

R+
m+1 = { (x, y) : x ∈ Rm, y > 0 }

и принадлежит классу Hα
2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2 (см.[1]). Рассмотрим краевую

задачу для уравнения Лапласа

Δu = 0, (x, y) ∈ R+
m+1

с граничными условиями

Hu (x, 0) +
∂

∂y
u (x, 0) = û (x, 0)

где H -симметрическая матрица, у которой соответствующая квад-
ратическая форма отрицательно определенная, û (x, 0) - след вектор-
функции û = û (x, y) на плоскости y = 0 (см.[1]). Решение u = u (x, y)
поставленной задачи существует, единственно и принадлежит классу
Hα+1

2

(
R+

m+1

)
см. [1]. Таким образом, для любой функции û , гармони-

ческой в R+
m+1 , определен оператор преобразования J ≡ L−1h , действу-

ющий из Hα
2

(
R+

m+1

)
в Hα+1

2

(
R+

m+1

)
по правилу L−1h : û → u . Свойства

оператора L−1h :
1) оператор Lh = h+ ∂

∂y
является обратным к L−1h ,

2) оператор L−1h можно представить в виде:

L−1h [û] = −
∞∫
0

eHεû (x, y + ε) dε,
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3) оператор L−1h продолжается на весь класс функций Hα
(
R+

m+1

)
.

Следовательно, решение третьей краевой задачи имеет вид:

u =

∞∫
−∞

L−1h [P (x− ξ, y)] û (ξ, 0) dξ,

где

P (x− ξ, y) = Γ

(
n+ 1

2

)
π−

n+1
2

y[
(x− ξ)2 + y2

]n+1
2

- ядро Пуассона для полупространства.
2. Третья краевая задача для однородного m- мерного шара. Пусть

функция û = û (x) гармонична в шаре B0 = {x ∈ Rm : |x| < 1 } и пусть
û ∈ Hα

2 (B0) , (α ≥ 2) . Рассмотрим уравнение Лапласа

Δu = 0, x ∈ B0

с граничными условиями

Hu (ξ) +
∂

∂n
u (ξ) = û (ξ) , ξ ∈ S0,

где H симметрическая матрица, такая что квадратическая форма,
соответствующая матрице H− E -положительно определенная; û = û (ξ)
- след вектор-функции û = û (x) на сфере S0.

Решение u = u (x) поставленной задачи существует, единственно и
принадлежит классу u ∈ Hα+1

2 (B0) , (α ≥ 2) см. [1]. Для каждой гар-
монической в шаре функции û = û (ξ) по правилу L−1h : û→ u определен
оператор преобразования L−1h из Hα

2 в Hα+1
2 . Имеем:

1) L−1h - оператор обратный к оператору Lh = H +x1
∂

∂x1
+ ...+xn

∂
∂xn

,

2) на сфере S0 справедливо равенство: Lh = H + ∂
∂n
,

3) L−1h [û] =
1∫
0

εH− Eû (ε x) dε , (см. [2]).

Решение третьей краевой задачи в шаре имеет вид:
u =

∫
S0

L−1H [P (x, ξ)] û (ξ) dξ,

где P (x, ξ) - ядро Пуассона в шаре.
3. Задача Дирихле для кусочно-однородного полупространства. Вве-

дем обозначения:

I+n =

{
y : y ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , lj < lj+1, j = 1, ..., n− 1, ln+1 =∞
}
,
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числа 0 = l0 < l1 < l2 < ... < ln такие, что li − li−1 ≤ li+1 − li,
i = 1 , ..., n− 1 .

В кусочно-однородном пространстве Rm× I+n рассмотрим задачу Ди-
рихле для сепаратной системы векторных уравнений Лапласа:

Δui = 0, (x, y) ∈ Rm × (li−1, li) , i = 1, ..., n

по граничному условию

u1 (x, l0) = û (x, l0)

по условиям сопряжения

M juj (x, lj) = uj+1 (x, lj) ,
Kj

∂
∂y
uj (x, lj) =

∂
∂y
uj+1 (x, lj) , j = 1, ..., n ,

где û (x, l0) - след на плоскости y = l0 вектор-функции û = û (x, y) гар-
монической из класса Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2 -симметрические положительно

определенные матрицы.
Решение u = u (x, y) ,

u (x, y) =
n∑

k=1

θ (y − lk−1) θ (lk − y) uk (x, y) + θ (y − ln) un+1 (x, y)

cуществует, единственно и принадлежит классу Hα
2

(
Rm × I+n+1

)
, α ≥ 2 :

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y − l0)] · û (ξ, l0) dξ,

где P (x, y) - ядро Пуассона, J - оператор преобразования:
J [û] = Λ−1 Γ−1 [û] . При этом

Γ ≡ Γn · ... · Γ1 , Λ ≡ Λn · ... · Λ1,
Γi [f ] = θ (y − l0) f (x, y)+θ (y − l0) (Mi −Ki) (Mi +Ki)

−1 f (x, y + 2li) ,
i = 1, ..., n, 0 < hi < 1 i = 1, ..., n, 0 < hi < 1
оператор Γ−1 имеет вид:

Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

hkg (x, y + 2l · k) ,

где

hk = hk11 · ... · hknn , hi = ( E − K i) ( E +Ki)
−1 , l · k =

n∑
i=1

li · ki.
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Λi [f ] = θ (y) θ (li − y) M −1
i

(
Kif (x, y) +

E −Ki

2
f (x, 2li − y)

)
+

+ θ (y − li) M
−1
i

E +Ki

2
f (x, y) ,

далее Λ−1 = Λ−11 · . . .Λ−1n ,

Λ−1i [g] = θ (y) θ (li − y)K−1
i ·

·
(
Mig (x, y)− ( E −Ki) ( E +Ki)

−1Mig (x, 2li − y)
)
+

+2θ (y − li) ( E + K i)
−1Mig (x, y) .

4.Четвертая краевая задача для полупространства.
В кусочно-однородном пространстве Rm × I+n рассмотрим задачу Дири-
хле для сепаратной системы векторных уравнений Лапласа:

Δui = 0, (x, y) ∈ Rm × (li−1, li) , i = 1, ..., n

по граничному условию вида:

Hu1 (x, l0) + u
/
1y (x, l0) = û (x, l0)

по условиям сопряжения

M juj (x, lj) = uj+1 (x, lj) ,
Kj

∂
∂y
uj (x, lj) =

∂
∂y
uj+1 (x, lj) , j = 1, ..., n ,

где û (x, l0) - след на плоскости y = l0 вектор-функции û = û (x, y)
гармонической из класса Hα

2

(
R+

m+1

)
, α ≥ 2 , -симметрические положи-

тельно определенные матрицы.
Решение u = u (x, y) ,

u (x, y) =
n∑

k=1

θ (y − lk−1) θ (lk − y) uk (x, y) + θ (y − ln) un+1 (x, y)

cуществует, единственно из класса Hα
2

(
Rm × I+n+1

)
, α ≥ 2 :

u (x, y) =

∫
Rm

J [P (x− ξ, y − l0)] · û (ξ, l0) dξ,

где P (x, y) - ядро Пуассона для полупространства, J - оператор пре-
образования:

J [û] = Λ−1 Γ−1 [û] .
При этом Λ ≡ Λn · ... · Λ1 , а для операторов Γ и Γ−1 получены выра-

жения:
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Γ ≡ Γn · ... · Γ1,

Γi [f ] = θ (y − l0)

(
H +

∂

∂y

)
f (x, y)−θ (y − l0)

(
H − ∂

∂y

)
Xif (x, y + 2li) ,

X i = ( E −Ki) ( E +Ki)
−1 i = 1, ..., n,

Γ−1i [g] =
∞∑
j=0

∞∫
0

eHε · Pj,i (ε)

j!
g (x, y + 2lj + ε) dε.

Здесь P j,i (ε) - полином степени j с матричными коэффициентами.
Для определения P j,i (ε) имеем рекуррентную формулу:(

H− d

dε

)
X i P j,i (ε) =

(
H− d

dε

)
P j+ 1,i (ε) , P 0,i (ε) = E.

(22.1)
P j,i (0) = X j

i . Заметим, что в том случае, когда матрицы H и X i

коммутируют для полинома P j,i (ε) получается явная формула:

P j,i (ε) = Lj (2Hε) · Xj
i ,

где Lj (τ)− полином Лежандра [4].
5.Задача Дирихле для кусочно-однородного шара. Кусочно- однород-

ный шар B+
n определим равенством:

B+
n =

n

U
j=0

Bj, Bj = {x : rj+1 < ‖x‖ < rj } , j = 0, ..., n,

где r0, r1, r2, ..., rn, rn+1 - точки на [0,1] , такие, что
1 = r0 > r1 > r2 > ... > rn > rn+1 = 0 ; ri

r0
≤ ri+1

ri
, i = 1, .., n− 1 .

Рассмотрим сепаратную систему уравнений Лапласа

Δui = 0, x ∈ Bi−1, i = 1, ..., n+ 1

с граничным условием

u1 (η) = û (η) , η ∈ S0

с условиями сопряжения сферах Si = {ξ : ‖ξ‖ = ri} ; i = 1, .., n :
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M juj (ξ) = uj+1 (ξ) ,
KiLm−2

2
[uj (ξ)] = Lm−2

2
[uj+1 (ξ)] , ξ ∈ Si

где û (η) - след на сфере η ∈ S0 функции û = û (η) гармонической из
класса Hα

2 (B0) , α ≥ 2 , оператор Lm−2
2

имеет вид:

Lm−2
2

=
m− 2

2
+

m∑
i=1

xi
∂

∂xi
.

Непосредственная проверка показывает, что решение u = u (x) по-
ставленной задачи существует, единственно, принадлежит классуHα (B+

n ) ,

u (x, y) =

∫
S0

J [P (x, ξ)] · û (ξ) dξ,

где u (x) =
n+1∑
k=1

χ (Bk−1) uk (x) , χ (Bk−1) - характеристическая функ-

ция множества Bk−1 , P (x, ξ) - ядро Пуассона для единичного шара.
Оператор преобразования J : û→ u имеет вид:

J [û] = Λ−1Γ−1 [û] , (22.2)

где
Γ ≡ Γn · ... ·Γ1 , Γ−1 = Γ−11 · ... ·Γ−1n , Λ ≡ Λn · ... ·Λ1 , Λ−1 = Λ−11 · ... ·Λ−1n

Γi [f ] = f (x) + X ir
m−2
i f

(
r2i x

)
,

X i = (Mi −Ki) (Mi +Ki)
−1 , i = 1, ..., n ,

Γ−1i - оператор, обратный к оператору Γi :

Γ−1i [g] =
∞∑
k=0

Xk
i g

(
r2ki x

)
.

Определим оператор сглаживания Λi относительно сферы Si :

Λi = χ (Bi,0) M
−1
i

(
Ki +

E −Ki

2
S i

)
+ χ (Bn+1,i)M

−1
i

E +Ki

2
,

Si - инверсия относительно сферы S i :

Si [u] =
rm−2i

‖x‖m−2
u

(
r2i
‖x‖x

)
.
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χ (Bi,0) - характеристическая функция для шарового слоя
Bi,0 = {x : ri < ‖x‖ < r0} , χ (Bn+1,i) - характеристическая функция для
шара Bn+1,i = {x : ‖x‖ < ri} , соответственно.

Оператор Λ−1i , обратный к Λi , имеет вид:

Λ−1i = χ (Bi,0)K
−1
i ( E − K iSi)Mi+χ (Bn+1,i) 2 ( E + K i)

−1Mi. (22.3)

При этом

Γ ≡ Γn · ... · Γ1,Λ ≡ Λn · ... · Λ1.

6.Четвертая краевая задача в шаре. Рассмотрим сепаратную систему
уравнений Лапласа

Δui = 0, x ∈ Bi−1, i = 1, ..., n+ 1

с граничным условием(
H+

∂

∂n

)
u1 (η) = û (η) , η ∈ S0

с условиями сопряжения сферах Si = {ξ : ‖ξ‖ = ri} ; i = 1, .., n :

M juj (ξ) = uj+1 (ξ) ,
KiLm−2

2
[uj (ξ)] = Lm−2

2
[uj+1 (ξ)] , ξ ∈ Si

где û (η) - след на сфере η ∈ S0 функции û = û (η) гармонической
из класса Hα

2 (B0) , α ≥ 2 . Непосредственная проверка показывает, что
решение u = u (x) поставленной задачи существует, единственно, при-
надлежит классу Hα (B+

n ) , α ≥ 2 и

u (x, y) =

∫
S0

J [P (x, ξ)] û (ξ) dξ,

где u (x) =
n+1∑
k=1

χ (Bk−1) uk (x) , χ (Bk−1) - характеристическая функ-

ция множества Bk−1 , P (x, ξ) - ядро Пуассона для единичного шара.
Оператор преобразования J : û→ u имеет вид: J [û] = Λ−1Γ−1 [û] ,

где
Γ ≡ Γn · ... ·Γ1 , Γ−1 = Γ−11 · ... ·Γ−1n , Λ ≡ Λn · ... ·Λ1 , Λ−1 = Λ−11 · ... ·Λ−1n

Γi [f ] = f (x)+ X ir
m−2
i f

(
r2i x

)
, X i = (Mi −Ki) (Mi +Ki)

−1 , i = 1, ..., n ,
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Γ−1i - оператор, обратный к оператору Γi :

Γ−1i [g] =
∞∑
j=0

∞∫
0

εH− EPj,i (lnε)

j!
g
(
εr2ki x

)
dε,

Многочлены Pj,i определены выше формулой (23.23). Определим опе-
ратор сглаживания Λi относительно сферы Si :

Λi = χ (Bi,0) M
−1
i

(
Ki +

E −Ki

2
Si

)
+ χ (Bn+1,i) M

−1
i

E +Ki

2
,

Si - инверсия относительно сферы S i : Si [u] =
rm−2
i

‖x‖m−2u
(

r2i
‖x‖x

)
.

χ (Bi,0) - характеристическая функция для шарового слоя
Bi,0 = {x : ri < ‖x‖ < r0} , χ (Bn+1,i) - характеристическая функция для
шара Bn+1,i = {x : ‖x‖ < ri} , соответственно. Оператор Λ−1i , обратный
к Λi , имеет вид:

Λ−1i = χ (Bi,0)K
−1
i ( E − X iSi)Mi + χ (Bn+1,i) 2 ( E + K i)

−1Mi.

При этом
Γ ≡ Γn · ... · Γ1 , Λ ≡ Λn · ... · Λ1 ,
7. Обратная краевая задача Дирихле для кусочно-однородного шара.

Обозначим через P r оператор P r : f (x) → u (ξ) , восстанавливаю-
щий граничные значения u (ξ) , ‖ξ‖ = 1 функции u ( x) гармонической
в шаре ‖x‖ < 1 , по заданным значениям f (x) этой функции на сфере
‖x‖ = r, 0 < r < 1. . Постановку и методы решения обратной кра-
евой задачи Дирихле можно найти, например, в [3]. Обратная краевая
задача Дирихле для кусочно-однородного шара состоит в определении
û (ξ) , ‖ξ‖ = 1 по известным значениям u j (x) на сфере

‖x‖ = r, r j < r < r j−1.

Выразим оператор P r,j : uj (x)→ û (ξ) через модельный оператор P r.
Из формулы (23.24) следует, что

P r,n+ 1 = P r · Γ.
Считая определенным оператор P r,j+ 1, зададим оператор P r,j фор-

мулой:
P r,j = Λ −1

j Pr,j+1,

в которой оператор Λ −1
j действует по правилу (23.23).
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Глава 23

Операторы преобразования в
задаче о структуре
электромагнитного поля в
многослойной среде

Задача о структуре электромагнитного поля в многослойной электро-
проводной среде [] состоит в определении скалярного потенциала ϕ (t, x)
и векторного потенциала A ( t, x) в QT = (0, T )× I+n. Скалярный потен-
циал ϕ (t, x) ,

ϕ (t, x) =
n∑

j=1

θ (x− lj−1) θ (lj − x) ϕj (t, x) + θ (x− ln) ϕn+1 ( t,x) ,

является ограниченным на множестве I+n :

I+n =

{
x : x ∈

n+1

U
j=1

(lj−1, lj) , l0 = 0, ln+1 =∞, lj < lj+1, j = 1, ..., n

}
.

решением сепаратной системы (n+1) уравнений гиперболического ти-
па: (

4πμjσj

A2
∂2

∂t2
+

εjμj

A2
∂
∂ t
− ∂2

∂x2

)
ϕj (t, x) =

4π
εj
ρj ( t, x) ,

(t, x) ∈ QT , j = 1, ..., n+ 1
(23.1)
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по нулевым начальным условиям

ϕj (t, x) |t=0 = 0,
∂
∂ t
ϕj (t, x)|t=0 = 0, x ∈ In (23.2)

по граничному условию
ϕ1 = f0 (t) (23.3)

и условиям сопряжения x = lk, k = 1 , ..., n

ϕk = ϕ k+ 1 (23.4)

λk
∂

∂x
ϕk = λk+1

∂

∂x
ϕk+1;

Преобразуем уравнение (23.26) к виду(
a 2

j
∂2

∂t2
+ bj

∂
∂ t
− ∂2

∂x2

)
ϕj (t, x) =

4π
εj
ρj ( t, x) ,

bj =
εj

4πσj
, a2j =

c2

4πμjσj

(t, x) ∈ QT , j = 1, ..., n+ 1

(23.5)

В образах Лапласа задача (23.26)-(23.29) принимает вид:(
a 2

j p
2 + bjp− d2

dx2

)
Φ j (p, x) =

4π
εj
P j ( p, x)

j = 1, ..., n+ 1
(23.6)

по граничному условию
Φ1 = F0 (p) (23.7)

и условиям сопряжения x = lk, k = 1 , ..., n

Φk = Φ k+ 1

λk
d

dxk
Φ = λk+1

d

dx
Φk+1. (23.8)

Решение задачи (23.31)-(23.33) имеет вид:

Φj (p, x) =
n+1∑
m=1

4π
εm

lm∫
lm−1

H∗
j,m (p, x, ξ) Pm ( p,ξ) dξ + W ∗

j (p, x) F0 (p) ,

j = 1, ..., n+ 1,
(23.9)
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где p- комплексный параметр, H∗
j,s - образы Лапласа функций влияния

W ∗
j (p, x) - образы Лапласа функций Грина [2]. Для функций H∗

j,s спра-
ведливы непосредственно проверяемые формулы:

при k < s

H∗
k,s = ϕ k (p, x) · ψs (p, ξ)

1
ω s(p)

,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;
k, s = 1 , ...., n+ 1,

при k > s

H∗
k,s = ψk (p, x) .ϕs (p, ξ)

1
ωs(p)

,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;
k, s = 1 , ...., n+ 1,

при k = s

H∗
k,s =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ϕk (p, x)ψs (p, ξ)
1

ωs(p)
,

lk−1 < x < ξ < lk,
ψk (p, x) · ϕs (p, ξ)

1
ωs(p)

,

lk−1 < ξ < x < lk, k = 1, ..., n+ 1.

Здесь приняты обозначения: ϕ s (p, x) , s = 1, ...., n + 1 решение сепа-
ратной системы обыкновенных дифференциальных уравнений(

q 2
s −

d2

dx2

)
ϕs (p, x) = 0

q 2
s = a 2

s p
2 + bsp,

причем,

ϕ1 ( p, x) =
shq1x

q1
,

и компоненты ϕs (p, x) функции влияния определяются однозначно
по условиям сопряжения x = ls, s = 1 , ..., n

ϕ s+ 1 = ϕs

λs+1
d

dx
ϕs+1 = λs

d

dx
ϕs.
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Аналогично, ψ k (p, x) - решение сепаратной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений(

q 2
k −

d2

dx2

)
ψk (p, x) = 0.

При этом ψ n+ 1 (p, x) = e−qn+1x , а функции ψ k (p, x) определяются
при помощи условий сопряжения в точках x = lk, k = 1 , ..., n :

ψk = ψ k+ 1

λk
d

dxk
ψk = λk+1

d

dx
ψk+1.

Далее считаем выполненными условия неограниченной разрешимо-
сти задачи (23.31)-(23.33)

ω s (p) 	= 0, Rep = σ > σ0; s = 1, ..., n+ 1, (23.10)

где

ω s (p) = det

(
ϕs (p, x) ψs (p, x)

ϕ
/
s (p, x) ψ

/
s (p, x)

)
.

Преобразуем выражения для функций влияния H∗
ks . Пусть

ψk = α1k (p) e
−qkx + α2k (p) e

−qk(2lk−x), k = 1, ..., n

ϕs = β1s (p)
shqsξ

qs
+ β2s (p)

shqs (2ls − ξ)

qs
, s = 1, ..., n

Определим образы Лапласа модельных функций влияния Λ∗ks фор-
мулами

при k < s

Λ∗k,s =
shqkx
qk

· e−qsξ,
lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;
k, s = 1 , ...., n+ 1,

при k > s
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Λ∗k,s = e−qkx shqsξ
qs

,

lk−1 < x < lk, ls−1 < ξ < ls;
k, s = 1 , ...., n+ 1,

при k = s

Λ∗k,s =

⎧⎨
⎩

shqkx
qk

e−qsξ, lk−1 < x < ξ < lk,

e−qkx shqsξ
qs

, lk−1 < ξ < x < lk,

k = 1, ..., n+ 1.

Из определения функций влияния H∗
ks следуют равенства:

H∗
ks (p, xξ) =

1
ωs
α1kβ1sΛ

∗
ks (p, x, ξ) +

1
ωs
α1kβ2sΛ

∗
ks (p, x, 2ls − ξ)+

+ 1
ωs
α2kβ1sΛ

∗
ks (p, 2lk − x, ξ) + 1

ωs
α2kβ2sΛ

∗
ks (p, 2lk − x, 2ls − ξ) .

(23.11)
Непосредственной проверкой устанавливается, что функции Грина W ∗

k

имеют вид:

W ∗
k = ψk (p, x)

1
ψ1(p,l0)

,

lk−1 < x < lk; k = 1 , ...., n+ 1.

Определяя модельные функции влияния равенствами:

V ∗k (p, x) =
1

q k

e −q kx,

с помощью разложения

ψk = α1k (p) e
−qkx + α2k (p) e

−qk(2lk−x), k = 1, ..., n,

устанавливаем представления для функций влияния W ∗
k :

W ∗
k =

1
ψ1( p,l 0)

α1k (p)V
∗
k (p, x) + 1

ψ1( p,l 0)
α2k (p)V

∗
k (p, 2lk − x) ,

lk−1 < x < lk; k = 1 , ...., n+ 1,
(23.12)

Определим серию операторов преобразования P++
ks , P+−

ks , P−+ks , P−−ks по пра-
вилам:

P++
ks : ps (t, x)→ p++

ks (t, x) = L−1
(

1

ωs

α1kβ1sPs (p, x)

)
,
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P+−
ks : ps (t, x)→ p+−ks (t, x) = L−1

(
1

ωs

α1kβ2sPs (p, x)

)
,

P−+ks : ps (t, x)→ p−+ks (t, x) = L−1
(

1

ωs

α2kβ1sPs (p, x)

)
,

P−−ks : ps (t, x)→ p−−ks (t, x) = L−1
(

1

ωs

α2kβ2sPs (p, x)

)
,

P+
k : f 0 (t)→ f+

k (t) = L−1
(

1

ψ1 ( p, l 0)
α1k (p)F0 (p)

)
,

P−k : f 0 (t)→ f−k (t) = L−1
(

1

ψ1 ( p, l 0)
α2k (p)F0 (p)

)
.

Здесь L −1 - обратное преобразование Лапласа.
Учитывая, что функции u∗j (p, x) определены корректно и являют-

ся изображениями Лапласа в силу условий неограниченной разреши-
мости, возвращаясь к оригиналам, с учетом определения операторов
преобразования, получим формулу для неизвестной структуры электро-
магнитного поля:

ϕ j (t, x) =
∑n+1

m=1

∫ t

0
4π
εm

lm∫
lm−1

Λ jm (τ, x, ξ) p++
jm ( t−τ ,ξ) dξ+

+
∑n+1

m=1

∫ t

0
4π
εm

lm∫
lm−1

Λ jm (τ, x, 2lm − ξ) p+−jm ( t−τ ,ξ) dξ+

+
∑n+1

m=1

∫ t

0
4π
εm

lm∫
lm−1

Λ jm (τ, 2lj − x, ξ) p−+jm ( t−τ ,ξ) dξ+

+
∑n+1

m=1

∫ t

0
4π
εm

lm∫
lm−1

Λ jm (τ, 2lj − x, 2lm − ξ) p−−jm ( t−τ ,ξ) dξ+

+
∫ t

0
V j (τ, x) f

+
k ( t−τ) dτ +

∫ t

0
V j (τ, 2lj − x) f−k ( t−τ) dτ ;

j = 1, ..., n+ 1.

(23.13)

Замечание. Формулы (23.38) значительно упрощаются в том случае ко-
гда отношения εi

σi
- постоянны. Соответствующие компоненты функций

влияния и функций Грина имеют вид:
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Λ km ( t, x,ξ) = 1
2
e
− bk

2a2
k

t
(
I0

(
bk
2a2k

√
t2 − (akx− amξ)

2

)
θ (t− |akx− amξ|)−

− I0

(
bk
2a2k

√
t2 − (akx+ amξ)

2

)
θ (t− (akx+ amξ))

)
;

k,m = 1, ..., n+ 1;

V k (t, x) = e
− bk

2a2
k

t
I0

(
bk
2a2k

√
t2 − a2kx

2

)
θ (t− akx) ,

k = 1, ..., n+ 1.
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Глава 24

Краевые задачи для функций,
бигармонических в
кусочно-однородном
полупространстве

24.1 Краевые задачи для бигармонических
функций в кусочно-однородном полупро-
странстве с одной гиперплоскостью со-
пряжения.

Пусть функция ũ = ũ (x, y) гармоническая в полупространстве
Em+1

+ = { (x, y) : x ∈ Em, y > 0 } , т.е.

Δũ = 0, (x, y) ∈ Em+1
+ (24.1)

и пусть выполняются условия: ũ, yũ ∈ Hα
(
Em+1

+

)
. Рассмотрим сепа-

ратную систему бигармонических уравнений:

Δ2u0 = 0, (x, y) ∈ Em × (−∞, 0) ,
Δ2u1 = 0, (x, y) ∈ Em × (0,∞) ,

(24.2)

с неоднородными условиями сопряжения:
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u0 (x, 0) = u1 (x, 0) , k ∂
∂y
u0 (x, 0) =

∂
∂y
u1 (x, 0) ,

pΔu0 (x, 0) = Δu1 (x, 0) + ũ (x, 0) , q ∂
∂y
u0 (x, 0) =

∂
∂y
u1 (x, 0) .

(24.3)

Теорема 24.1 . Решение u = θ (−y) u0 + θ (y) u1 задачи (24.2) − (24.3)
существует, единственно и может быть найдено при помощи опера-
тора преобразования: u = J [ũ] ,

u0 =
1

2(k+1)
k+q
p+q

∞∫
0

ũ (x,−y + ε) dε− y
2(p+q)

ũ (x,−y) ,

u1 =
1

2(k+1)
k+q
p+q

∞∫
0

ũ (x, y + ε) dε− yq
2(p+q)

ũ (x, y) .
(24.4)

Доказательство. Из формулы

∞∫
0

ũ (x, y + ε) dε =

∞∫
y

ũ (x, β) dβ

следует, что интеграл

∞∫
0

ũ (x, y + ε) dε

представляет функцию, гармоническую в Em+1
+ . Функция yũ (x, y) -

бигармоническая ввиду равенств:

Δ2 [yũ (x, y)] = Δ

[
2
∂

∂y
ũ+ yΔũ

]
= Δ

[
2
∂

∂y
ũ

]
= 2

∂

∂y
Δ [ũ] = 0.

Второе из условий сопряжения (24.3) выполнено в силу равенств:

∂
∂y
u0 =

1
2(k+1)

k+q
p+q

ũ (x,−y)− 1
2(p+q)

ũ (x,−y) + y
2(p+q)

∂
∂y

[ũ] (x,−y) ,
∂
∂y
u1 = − q

2(k+1)
k+q
p+q

ũ (x, y) + q
2(p+q)

ũ (x, y) + yq
2(p+q)

∂
∂y

[ũ] (x, y) .

Аналогично доказываются и остальные условия сопряжения. Оста-
лось заметить, что рассматриваемая задача (24.1)-(24.3) имеет единствен-
ное решение, т.к. соответствующая однородная краевая задача имеет
только тривиальное решение.
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24.2 Краевые задачи для бигармонических
функций в однородном полупростран-
стве.

Рассмотрим задачу о нахождении решения бигармонического уравнения

Δ2u = 0, (x, y) ∈ Em+1
+ , (24.5)

удовлетворяющего краевым условиям:

u (x, 0) = 0, Γ [Δu] (x, 0) = ũ (x, 0) , (24.6)

Γ - произвольный граничный оператор, ũ (x, 0)− след на гиперплос-
кости y = 0 функции ũ = ũ (x, y) , гармонической в Em+1

+ из класса
Hα

2

(
Em+1

+

)
, α ≥ 2.

Теорема 24.2 . Пусть Γ - произвольный граничный оператор, для ко-
торого краевая задача:

Δv (x, y) = 0, Γ [v] (x, 0) = ũ (x, 0) (24.7)

имеет единственное решение v = v (x, y) в классе Hα
2

(
Em+1

+

)
, то-

гда краевая задача (24.5)-(24.6) имеет единственное решение u в классе
Hα+2

2

(
Em+1

+

)
. При этом выполняется представление:

u = −y
2

∞∫
0

v (x, y + ε) dε. (24.8)

Лемма 24.1 . Пусть f - функция, гармоническая в полупространстве
Em+1

+ . Решение уравнения Пуассона

Δv = f (x, y) , (x, y) ∈ Em+1
+ f ∈ Hα−2

2

(
Em+1

+

)
, (24.9)

удовлетворяющее граничному условию

v (x, 0) = g (x) , g ∈ Hα− 1
2

2 (Em) , (24.10)

имеет вид:
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v = −1

2
y ·

∞∫
0

f ( x, y + ε) dε+

∫
Em

P (x− η, y) g (η) dη, (24.11)

причем v ∈ Hα
2

(
Em+1

+

)
, P (x− η, y) - ядро Пуассона для полупро-

странства.

24.3 Краевые задачи для бигармонических
функций в кусочно-однородном полупро-
странстве.

В кусочно-однородном полупространстве Em+1
n,+ рассмотрим задачу опре-

деления функции u = u (x, y) из класса u ∈ Hα
2

(
Em+1

n,+

)
, α ≥ 4 :

u (x, y) =
n+1∑
k=1

χ (Bk) uk (x, y) ,

где χ (Bk) - характеристическая функция множества Bk,

Bk = { (x, y) : x ∈ Em, lk−1 < y < lk } ,
удовлетворяющей системе сепаратных бигармонических уравнений:

Δ2ui = 0, (x, y) ∈ Bi , i = 1, ..., n+ 1 (24.12)

с граничными условиями:

u1 (x, l0) = f (x) , f ∈ Hα− 1
2 (Em) ,Δu1 (η) = g (η) , g ∈ Hα− 5

2 (Em)
(24.13)

и условиями сопряжения на гиперплоскостях y = li :

ui (x, li) = ui+1 (x, li) , ki
∂
∂y

[ui (x, li)] =
∂
∂y

[ui+1 (x, li)] ,

piΔui (x, li) = Δui+1 (x, li) , mi
∂
∂y

[Δui (x, li)] =
∂
∂y

[Δui+1 (x, li)] ; i = 1, ..., n.

(24.14)
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Для решения поставленной задачи применим метод операторов пре-
образования. Заметим, что функции Δui являются решениями задачи
Дирихле для уравнения Лапласа в кусочно-однородном полупростран-
стве Em+1

n,+ :

Δ(Δui) = 0, (x, y) ∈ Bi, i = 1, ..., n+ 1 (24.15)

с граничным условием

Δu1 (x, 0) = g (x) (24.16)

и условиями сопряжения

piΔui (x, li) = Δui+1 (x, li) , mi
∂

∂y
[Δui (x, li)] =

∂

∂y
[Δui+1 (x, li)] .

(24.17)
Применим к кусочно-гармонической, функции

Δu =
n+ 1∑
k=1

χ (Bk) · Δuk (x, y) оператор преобразования J, порождаемый

краевой задачей (24.16)-(24.17) (см.[5]). По формуле Пуассона для полу-
пространства имеем:

J−1 [Δu] (x, y) =
∫
Em

P (x− η, y) g (η) dη, (24.18)

где P (x− η, y)− ядро Пуассона для полупространства. Из формулы
(24.18) получим:

Δu (x, y) = J

⎡
⎣∫
Em

[P (x− η, y)] g (η) dη

⎤
⎦ . (24.19)

В итоге для кусочно-гармонической функции Δu имеем краевую за-
дачу о решении сепаратной системы уравнений Пуассона

Δu (x, y) = h (x, y) , (x, y) ∈ Em+1
n,+ , (24.20)

h (x, y) = J

⎡
⎣∫
Em

[P (x− η, y)] g (η) dη

⎤
⎦ (24.21)
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с краевым условием

u1 (x, l0) = f (x) , (24.22)

и условиями сопряжения

ui (x, li) = ui+1 (x, li) , ki
∂

∂y
[ui (x, li)] =

∂

∂y
[ui+1 (x, li)] , i = 1, .., n.

(24.23)
Для нахождения неизвестной кусочно-гармонической функции u при-

меним оператор преобразования Y, порождаемый краевой задачей (24.22)-
(24.23),см. [5].

Пусть функция v - решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона

Δv = Y −1 [h (x, y)] , x ∈ Em, y > 0,

удовлетворяющее краевому условию

v (x, 0) = f (x) , x ∈ Em.

Из леммы 24.1 следует, что

v =

∫
Em

P (x− η, y) f (η) dη − y

2

∞∫
0

Y −1 [h (x, y + ε)] dε.

Учитывая, что операторы Y, Δ коммутируют, для неизвестного ре-
шения u получим формулу:

u = Y

⎡
⎣∫
Em

P (x− η, y) f (η) dη

⎤
⎦−

−Y

⎡
⎣y
2

∞∫
0

Y −1

⎡
⎣J

⎡
⎣∫
Em

[P (x− η, y + ε)] g (η) dη

⎤
⎦
⎤
⎦ dε

⎤
⎦ . (24.22)

Замечание. В случае, когда выполнены условия: pi = 1, ki = mi, i =
1, .., n, операторы J, Y совпадают, и поэтому формула (24.22) принимает
особенно простой вид:
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u = Y

⎡
⎣∫
Em

P (x− η, y) f (η) dη − y

2

∞∫
0

⎛
⎝∫
Em

[P (x− η, y + ε)] g (η) dη

⎞
⎠ dε

⎤
⎦ .
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Глава 25

Операторный метод для
функций
кусочно-гармонических в шаре

25.1 Краевые задачи для гармонических

Пусть функция û = û (x) гармонична в шаре B0 = {x ∈ Rm : |x| < 1 } и
пусть û ∈ Hα

2 (B0) , (α ≥ 2) . Рассмотрим уравнение Лапласа

Δu = 0, x ∈ B0

с граничными условиями

hu (ξ) +
∂

∂n
u (ξ) = û (ξ) , ξ ∈ S0,

где h > 0 постоянная, û = û (ξ) - след функции û = û (x) на гипер-
сфере S0.

Решение u = u (x) поставленной задачи существует, единственно и
принадлежит классу u ∈ Hα+1

2 (B0) (α ≥ 2) см. [11]. Для каждой гар-
монической в шаре функции û = û (ξ) по правилу L−1h : û→ u определен
оператор преобразования L−1h из Hα

2 в Hα+1
2 . Имеем:

1) L−1h - оператор обратный к оператору Lh = h+ x1
∂

∂x1
+ ...+ xm

∂
∂xm

,

2) на гиперсфере S0 справедливо равенство: Lh = h+ ∂
∂n
, ∂

∂n
- произ-

водная по внешней нормали,
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3) для оператора преобразования L−1h справедлива формула (см. [10]):

L−1h [û] =

1∫
0

εh−1û (ε x) dε.

Следовательно, решение третьей краевой задачи в шаре находим по
формуле:

u =

∫
S0

L−1h [P (x, ξ)] û (ξ) dξ,

где P (x, ξ) - ядро Пуассона для шара.
Пусть функция û = û (x) из класса Hα

2 (B) , α ≥ 2 гармонична в шаре
B = {x ∈ Rm : |x| < 1 } с границей S. Рассмотрим уравнение Лапласа в
шаровом слое D = {x ∈ Rm : r0 < |x| < 1} :

Δu = 0, x ∈ D,
с условиями Дирихле на его границе ∂D = S

⋃
S0

u (ξ) = û (ξ) , ξ ∈ S, S = { ξ ∈ Rm : |ξ| = 1 } ,

u (η) = 0, η ∈ S0, S0 = { ξ ∈ Rm : |ξ| = r0 } ,
где û (ξ) - след на гиперплоскости S функции û = û (x) . Из опреде-

ления оператора преобразования J следует, что решение u = u (x) суще-
ствует, единственно и принадлежит классу Hα

2 (D) (см. [11]), и выража-
ется формулой:

u (x) =

∫
S0

J [P (x, ξ)] · û (ξ) dξ,

где P (x, y) - ядро Пуассона для гипершара, J - оператор преобразо-
вания:

J [û] =
∞∑
j=0

(−1)j (E − S) · Γj [û (x)] ,

здесь Γj [u] = u
(
r2j0 x

)
, S - инверсия относительно гиперсферы S0 :
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S [u] =
rm−20

|x|m−2
u

(
r20
|x|x

)
.

Кусочно- однородный шар B+
n определим равенством:

B+
n =

n

U
j=0

Bj, Bj = {x : rj+1 < |x| < rj } , j = 0, ..., n,

где r0, r1, r2, ..., rn, rn+1 - точки на [0,1], такие, что
1 = r0 > r1 > r2 > ... > rn > rn+1 = 0 ; ri

r0
≤ ri+1

ri
, i = 1, .., n− 1.

Рассмотрим сепаратную систему уравнений Лапласа

Δui = 0, x ∈ Bi−1, i = 1, ..., n

с граничным условием

u1 (η) = û (η) , η ∈ S0

с условиями сопряжения на гиперсферах:

uj (ξ) = uj+1 (ξ) ,
kiLm−2

2
[uj (ξ)] = Lm−2

2
[uj+1 (ξ)] , ξ ∈ Si; Si = { ξ : |ξ| = ri } ; i = 1, .., n,

где û (η) - след на гиперсфере η ∈ S0 функции û = û (η) гармонической
из класса Hα

2 (B0) , α ≥ 2, оператор Lm−2
2

имеет вид:

Lm−2
2

=
m− 2

2
+

m∑
i=1

xi
∂

∂xi
.

Непосредственная проверка показывает, что решение u = u (x) по-
ставленной задачи существует, единственно, принадлежит классу
Hα (B+

n ) , α ≥ 2 и

u (x) =

∫
S0

J [P (x, ξ)] · û (ξ) dξ,

где J - оператор преобразования J : û→ u, u (x) =
n+1∑
k=1

χ (Bk−1) uk (x) ,

χ (Bk−1) -характеристическая функция множества Bk−1, P (x, ξ) - ядро
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Пуассона для единичного шара. Для оператора J справедливо представ-
ление

J [û] = Λ−1 · Γ−1 [û] ,
где
Γ ≡ Γn · ... · Γ1, Γ

−1 = Γ−11 · ... · Γ−1n , Λ ≡ Λn · ... · Λ1, Λ
−1 = Λ−11 · ... · Λ−1n

Γi [f ] = f (x) +
1− ki
1 + ki

rm−2i f
(
r2i x

)
, i = 1, ..., n ,

Γ−1 - оператор, обратный к оператору Γ :

Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)‖k‖ hkg
(
r2kx

)
, hk = hk11 · ... · hknn ,

hi =
1− ki
1 + ki

rm−2i , r2k =
n∏

i=1

r2kii .

Примем обозначения для шарового слоя Bi,0 = {x : ri < |x| < r0} и
для шара Bn+1,i = {x : |x| < ri} . Определим оператор сглаживания Li

относительно гиперсферы Si :

Λi = χ (Bi,0)

(
kiE +

1− ki
2

S

)
+ χ (Bn+1,i)

ki + 1

2
E,

Оператор Λ−1i , обратный к Λi, имеет вид:

Λ−1i = χ (Bi,0)
1

ki

(
E − 1− ki

1 + ki
S

)
+ χ (Bn+1,i)

2

ki + 1
E.

Следствие 25.1. Выпишем в явном виде формулу Пуассона для ку-
сочно однородного круга с одной окружностью сопряжения
|z| = r; 0 < r < 1 :

u (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
j=0

(
1−k
1+k

)j 1
2π

∫
C

[
1−|z|2r4j
|η−zr2j |2 −

1−k
1+k

·
1− 1

|z|2 r
4j+4

∣∣∣η− z

|z|2 r
2j+2

∣∣∣2
]
u (η) dη,

r < |z| < 1;

2k
k+1

∞∑
j=0

(
1−k
1+k

)j 1
2π

∫
C

1−|z|2r4j
|η−zr2j |2u (η) dη,

|z| < r.
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25.2 Краевые задачи для бигармонических
функций в шаре.

Лемма 25.1 . Пусть f - функция, гармоническая в шаре B0 ⊂ Rm.
Решение уравнения Пуассона

Δv = f (x) , x ∈ B0, f ∈ Hα−2
2 (B0) , α ≥ 2,

удовлетворяющее граничному условию

v (η) = g (η) , η ∈ S0, g ∈ Hα− 1
2

2 (S0) , α ≥ 2,

имеет вид:

v =
1

2

(
‖x‖2 − 1

)
·

1∫
0

εm−1f (ε x) dε+
∫
S0

P (x, η) g (η) dS0,

причем v ∈ Hα
2 (B0) , α ≥ 2.

Рассмотрим систему сепаратных бигармонических уравнений

Δ2ui = 0, x ∈ Bi−1 , i = 1, ..., n+ 1

в классе функций
u = u (x) ,

u ∈ Hα
2 (B+

n ) , α ≥ 4, u (x) =
n+1∑
k=1

χ (Bk−1) uk (x) ,

где χ (Bk−1) -характеристическая функция множества Bk−1, с гранич-
ными условиями

u1 (η) = f (η) , η ∈ S0, f ∈ Hα− 1
2

2 (S0) , α ≥ 4 ,

Δu1 (η) = g (η) , η ∈ S0, g ∈ Hα− 5
2

2 (S0) , α ≥ 4

и условиям сопряжения на гиперсферах Si :

ui (ξ) = ui+1 (ξ) , kiLm−2
2

[ui (ξ)] = Lm−2
2

[ui+1 (ξ)] , ξ ∈ Si;

liΔui (ξ) = Δui+1 (ξ) , miLm−2
2

[Δui (ξ)] = Lm−2
2

[Δui+1 (ξ)] , ξ ∈ Si.
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Заметим, что функции Δui являются решением задачи Дирихле для
уравнения Лапласа в кусочно-однородном шаре:

Δ(Δui) = 0, x ∈ Bi−1, i = 1, ..., n,

с граничными условиями

Δu1 (η) = g (η) (25.1)

и условиями сопряжения

liΔui (ξ) = Δui+1 (ξ) , miLm−2
2

[Δui (ξ)] = Lm−2
2

[Δui+1 (ξ)] ; ξ ∈ Si.

(25.2)

Применим к кусочно- гармонической функции Δu =
n+ 1∑
k=1

χ (Bk−1) ·
Δuk (x) оператор преобразования J, порождаемый краевой задачей (25.1)-
(25.2).

По формуле Пуассона для шара имеем:

J [Δu] (x) =

∫
S0

P (x, η) g (η) dS0,

где P (x, η)− ядро Пуассона для шара. Из формулы (25.3) найдем:

Δu (x) =

∫
S0

J−1 [P (x, η)] g (η) dS0.

В итоге для неизвестной кусочно-гармонической функции Δu имеем
краевую задачу о решении сепаратной системы уравнений Пуассона

Δui (x) =

∫
S0

J−1 [P (x, η)] g (η) dS0, x ∈ Bi−1, i = 1, ..., n (25.3)

по граничному условию

u1 (η) = f (η) , η ∈ S0 (25.4)

и по условиям сопряжения
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ui (ξ) = ui+1 (ξ) , kiLm−2
2

[ui (ξ)] = Lm−2
2

[ui+1 (ξ)] , ξ ∈ Si, i = 1, .., n.

(25.5)
Для нахождения неизвестной кусочно-гармонической функции Δu

применим оператор сглаживания Y, порождаемый краевой задачей (25.3)-
(25.4). Учитывая, что операторы Y, |x|2 ·Δ и Γ коммутируют, для функ-
ции v = Y [u (x)] имеем задачу Дирихле о решении уравнения Пуассона

Δv = |x|−2 · Y

⎡
⎣|x|2 · ∫

S0

J−1 [P (x, η)] g (η) dS0

⎤
⎦ , x ∈ B0

по краевому условию

v (η) = f (η) , η ∈ S0.

Из леммы 25.1. следует, что

v =

∫
S0

P (x, η) f (η) dS0 +
1

2

(
1− |x|−2

)
· L−1m−2 · Y

⎡
⎣|x|2 · ∫

S0

J−1 [P (x, η)] g (η) dS0

⎤
⎦ ,

и, значит, неизвестное решение рассматриваемой краевой задачи име-
ет вид:

u = Y −1 [v] .
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Глава 26

Операторный метод для
функций, обобщенно
кусочно-плюригармонических в
областях класса (Т)

26.1 Постановка задачи
Перенесем результаты предыдущих параграфов на случай многих пе-
ременных. Пусть Ω выпуклая полная ограниченная кратно-круговая с
центром в начале координат область класса (Т). Задачи линейного со-
пряжения в классе плюригармонических функций на гиперповерхностях
гомотетичных ∂Ω не ставятся из-за эффекта принудительного продолже-
ния [26]. В дальнейшем мы предлагаем рассматривать задачи линейного
сопряжения в классе обобщенно-плюригармонических функций.

Теорема [10]. Выпуклая полная ограниченная кратно-круговая с
центром в начале координат область Ω класса (Т) есть единичный шар
по некоторой норме ‖z‖Ω .

Примем обозначение

Ωj = {z ∈ Cn : rj+1 < ‖z‖Ω < rj} , j = 0, ..., n,

где r0, r1, r2, ..., rn, rn+1 - точки на [0, 1] , такие, что
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1 = r0 > r1 > r2 > ... > rn > rn+1 = 0;
ri
r0
≤ ri+1

ri
, i = 1, ..., n− 1.

Определение [26]. Функция u = u (z) называется обобщенно кусочно-
плюригармонической в области Ωj, j = 0, ..., n, если:

1. Функция u = u (z) бесконечно-дифференцируема в Ωj, j = 0, ..., n.
2. Для каждого z ∈ Ωj срез-функция uz = u (λz) гармонична в кольце

{λ : rj+1 < |λ| < rj} , j = 0, ..., n.

Для функции u = u (z) ограниченной и плюригармонической в обла-
сти Ω, положим:

Γi [u] = χΩ (z) u (z) + χΩ (z)hi u
(
z · r2i

)
, i = 1, ..., n, 0 < hi < 1, (26.1)

χΩ (z) - характеристическая функция множества Ω. Оператор, обрат-
ный к Γi, действует на функцию g ограниченную и плюригармоническую
в области Ω по правилу:

Γ−1i [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)‖k‖hkg
(
z · r2ki

)
. (26.2)

Произведение операторов Γ1, ...,Γn обозначим символом Γ, Γ ≡ Γn ·
... · Γ1. Из формулы (26.1) получим выражение для обратного оператора
Γ−1 :

Γ−1 [g] =
∞∑

‖k‖=0

(−1)‖k‖ hkg
(
z · r2k

)
, hk = hk1 · ... · hkn , r2k =

n∏
i=1

r2kii .

Пусть функция u = u (z) кусочно-плюригармоническая в области Ω+
n

:

Ω+
n =

n

U
j=0

Ωj,Ωj = {z : rj+1 < ‖z‖Ω < rj} , j = 0, ..., n,

причем на гиперповерхностях сопряжения выполнено условие:

u− (η) = u+ (η) ,
ki

∂
∂n
u− (η) = ∂

∂n
u+ (η) , ‖η‖Ω = ri; i = 1, ..., n,

(26.3)
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ki - действительное, где u− (η) , u+ (η) - предельные значения функ-
ции u = u (z) извне и изнутри области ‖z‖Ω < ri, соответственно, а
∂
∂n
u− (η) , ∂

∂n
u+ (η) - предельные значения нормальной производной функ-

ции u = u (z) . Оператор сглаживания для гиперповерхности сопряжения
‖z‖Ω = ri определим равенством:

Li [u] = χE−i
(z)

(
kiu (z) +

1− ki
2

u

(
z · r2i
‖z‖2Ω

))
+χE+

i
(z)

ki + 1

2
u (z) , (26.4)

где

E+
i =

{
z : ‖z‖2Ω < ri

}
, E−i =

{
z : ‖z‖2Ω > ri

}
.

Операторы, обратный к оператору Li, имеет вид:

L−1i [g] = χE−i
(z)

1

ki

(
g (z)− 1− ki

1 + ki
g

(
z · r2i
‖z‖2Ω

))
+ χE+

i
(z)

2

ki + 1
g (z) ;

(26.5)
Произведение операторов L1, ..., Ln обозначим через L, L ≡ Ln · ... ·L1.

Обратный к оператору L имеет вид L−1 = L−11 · ... · L−1n .
Приведем важнейшие свойства операторов сглаживания.
1. Оператор L функции f, кусочно-плюригармонической в Ω+

n , сопо-
ставляет функцию f̂ = L [f ] плюригармоническую в Ω+

n .
2. Справедливо равенство

L [f ] = Γ [f ] , ‖η‖2Ω = 1,

при этом в выражении для оператора Γ положено

hi = −
1− ki
1 + ki

, i = 1, ..., n.

26.2 Формула Темлякова-Пуассона
Формула Темлякова-Пуассона в случае кусочно-однородной области клас-
са (Т) решает следующую задачу: найти функцию u = u (z) , обобщенно
плюригармоническую в кусочно- однородной области Ω+

n класса (Т) , по
ее граничному значению u = u (η) и условиям сопряжения
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u− (η) = u+ (η) ,
ki

∂
∂n
u− (η) = ∂

∂n
u+ (η) , ‖η‖Ω = ri; i = 1, ..., n .

Оператор Γ·L переводит поставленную задачу к соответствующей за-
даче для однородной области Ω.Применив формулу Темлякова-Пуассона
[30], найдем:

u (z) =
(n− 1)!

(2π )n
L−1 · Γ−1

∫
Δ̄n

dτ ∗
∫
u (ς)Re

(
2

1(
1−

〈
τ, zr

2j

ς

〉)n − 1

)
dωθ.

Следствие 26.1. Выпишем в явном виде формулу Темлякова-Пуассона
с одной гиперсферой сопряжения ‖z‖Ω = r; 0 < r < 1 :

u (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
j=0

hj (n−1)!
(2π )n

∫Δ̄n
dτ ∗

∫
u (ς)Re

((
2 1(

1−
〈
τ, zr

2j

ς

〉)n − 1

)
−

−h ·

⎛
⎝2 1(

1−
〈
τ, zr

2j+2

‖z‖2
Ω
ς

〉)n − 1

⎞
⎠
⎞
⎠ dωθ,

r < ‖z‖Ω < 1;

2k
k+1

∞∑
j=0

hj (n−1)!
(2π )n

∫Δ̄n
dτ ∗

∫
u (ς)Re

(
2 1(

1−
〈
τ, zr

2j

ς

〉)n − 1

)
dωθ,

‖z‖Ω < r,

где

h =
1− k

1 + k
.
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Глава 27

Интегральные уравнения теории
интерпретации результатов
косвенных наблюдений

27.1 Ретроспективная задача для уравнения
теплопроводности.

Рассмотрим задачу о структуре температурного поля, когда неизвест-
ным является первоначальное распределение источников, порождающее
заданное распределение температуры в бесконечном кусочно-однородном
стержне D+ = (0,∞)×In. Указанная задача возникает в связи с поиском
решения сепаратной системы (n+1) уравнений параболического типа(

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
uj (t, x) = 0, (t, x) ∈ D+, (27.1)

по начальным условиям

uj (t, x) |t=0 = fj (x) , x ∈ In, (27.2)

по краевым условиям

u1|x=−∞ = 0 , un+1|x=∞ = 0 (27.3)

и условиям сопряжения
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[
αk
m1

∂

∂x
+ βk

m1

]
uk =

[
αk
m2

∂

∂x
+ βk

m2

]
uk+1, (27.4)

x = lk, k = 1, ..., n; m = 1, 2,

здесь u(t,x) - неизвестная функция, fi (x) - заданная функция,
αk
mi, β

k
mi, γ

k
mi, δ

k
mi - заданные действительные числа, при которых вы-

полнено условие (6.6) неограниченной разрешимости задачи (27.1)-(27.4).
Решение задачи (27.1)-(27.4) имеет вид:

uk (t, x) =
n+1∑
s=1

∫ ls+1

ls

Hks (t, x, ξ) · fs (ξ) dξ, (27.5)

где

Hks (t, x, ξ) =

∫ ∞

0

ϕk (x, λ) · ϕ∗s (ξ, λ) e−λ
2 tdλ, k, s = 1, ..., n+ 1,

ϕ, ϕ∗ - собственные функции соответствующих прямой и двойствен-
ной задач Штурма- Лиувилля [9].

Пусть неизвестным является-

f (x) =
n∑

k=2

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x)+ θ (l1 − x) f1 (x)+θ (x− ln) fn+1 (x)−

первоначальное распределение источников, порождающее заданное
распределение температуры в момент времени t = τ :u (τ, x) .

Для определения f (x) имеем сепаратную систему интегральных урав-
нений:

n+1∑
s=1

∫ ls+1

ls

Hks (τ, x, ξ) · fs (ξ) dξ = uk (τ, x) . (27.6)

В случае однородной среды система уравнений (27.6) принимает вид:

∫ ∞

−∞

1

2
√
πτ

exp

(
−(x− ξ)2

4τ

)
· f̂ (ξ) dξ = û (τ, x) . (27.7)
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Как следует из [18], решение уравнения (27.7) выражается формулой:

f̂ (x) =
∞∑
j=0

û(j) (0) τ
j
2

j !
Hj

(
x

2
√
τ

)
, (27.8)

здесь Hj - система классических ортогональных функции Эрмита
[19]. Для решения системы интегральных уравнений (27.6) применим ме-
тод операторов преобразования [5].

Прямой J : f̂ → f и обратный J−1 : f → f̂ операторы преобразования
определим, следуя [5], равенствами:

f (x) =

∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ)

∫ ∞

−∞
e−iλξ f̂ (ξ) dξ dλ,

f̂ (x) =

∫ ∞

−∞
eiλξ

∫ ∞

−∞
ϕ∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ dλ.

Введем обозначения для преобразования Фурье на кусочно-однородной
действительной оси

Fn : f (x)→ f̃ (λ) =

∫ ∞

−∞
ϕ∗ (x, λ) f (x) dx.

Определим аналоги системы функций Эрмита на кусочно-однородной
действительной оси:

Hj,n (x) =

∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ) Hj

(
2
√
τλ

)
dλ,

H∗
j,n (x) =

∫ ∞

−∞
ϕ∗ (x, λ) Hj

(
2
√
τλ

)
dλ

Лемма 27.1 . Функции Hj,n (x) H
∗
j,n (x) образуют биортогональную си-

стему функций на кусочно-однородной действительной оси.

Доказательство. Имеем равенство:∫ ∞

−∞
Hj,n (x) H

∗
k,n (x) dx =

=

∫ ∞

−∞

( ∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ) Hj (λ) dλ

) ( ∫ ∞

−∞
ϕ∗ (x, β) Hk (β) dβ

)
dx.
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Переставляя интегралы местами, получим:∫ ∞

−∞
Hj,n (x)H

∗
k,n (x) dx =

=

∫ ∞

−∞
Hj (λ)

( ∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ)

( ∫ ∞

−∞
ϕ∗ (x, β) Hk (β) dβ

)
dx

)
dλ.

По теореме разложения имеем:

Hk (λ) =

∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ)

( ∫ ∞

−∞
ϕ∗ (x, β) Hk (β) dβ

)
dx .

Следовательно,∫ ∞

−∞
Hj,n (x)H

∗
k,n (x) dx =

∫ ∞

−∞
Hj (λ)Hk (λ) dλ = δjk.

Теорема 27.1 . Если функция u (τ, x) ∈ S/ (R) и для нее выполнено
условие

eτ
2λ

(
1 + λ2

)α/2
ũ (τ, λ) ∈ L2 (R) ,

то система сепаратных интегральных уравнений (27.6) имеет един-
ственное решение f (x) ∈ Hα

2 (In) , которое находится по формуле:

f (x) =

√
π

2

∞∑
j=0

Dn (u)

2jj!
Hj,n (x) , (27.9)

где

Dn (u) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iλ)j ũ (τ, λ) dλ.

Доказательство. Применим оператор преобразования J−1 к системе се-
паратных интегральных уравнений (27.6). В результате придем к модель-
ному интегральному уравнению (27.7). Решение уравнения (27.7) имеет
вид:

f̂ (x) =
∞∑
j=0

û(j) (0) τ
j
2

j!
Hj

(
x

2
√
τ

)
.
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Подействуем оператором J на обе части полученного равенства, в
итоге, учитывая непрерывность оператора J, найдем неизвестное рас-
пределение температуры:

f (x) =

√
π

2τ

∞∑
j=0

û(j) (0) τ
j
2

j!
Hj,n (x) .

Вычислим числа û(j) (0) . Имеем:

û(j) (0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iλ)j F [û] (λ) dλ,

из определения оператора преобразования J следует, что

F [û] (λ) = Fn [u] (λ) .

Таким образом,

û(j) (0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iλ)j Fn [u] (λ) dλ.

27.2 Ретроспективная задача для итерирован-
ного уравнения теплопроводности.

a) Однородный случай. Пусть û (τ, x) , x ∈ R - ограниченное на множе-
стве

D = (0,∞)× In = {(t, x) : t ≥ 0, x ∈ R} ,
решение итерированного уравнения теплопроводности:

(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)q+1

û (t, x) = 0, (t, x) ∈ D

с начальными условиями

ûi (0, x) = f̂i (x) , x ∈ R
где принято обозначение:

ûi (t, x) =
∂i

∂ti
û (t, x) , i = 0, ..., q
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и краевыми условиями

∂i

∂xi
û (t, x)

∣∣∣∣
x=−∞

= 0,
∂i

∂xi
û (t, x)

∣∣∣∣
x=+∞

= 0, i = 0, ..., q .

Рассмотрим задачу определения начальных значений f̂i (x) , i = 0, ..., q
по системе функций ûi (τ, x) , i = 0, ..., q, т.е. по известным решению и его
производным до порядка q в момент времени t = τ.

Пусть v̂i (τ, x) , i = 0, ..., q - решения модельных уравнений теплопро-
водности:(

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
v̂i (t, x) = 0, (t, x) ∈ D, i = 0, ..., q (27.10)

с начальными условиями

v̂i (0, x) = f̂i (x) , x ∈ R (27.11)

краевыми условиями

v̂i (t, x) |x=−∞ = 0, v̂i (t, x) |x=+∞ = 0, i = 0, ..., q . (27.12)

Непосредственная проверка показывает, что системы функций
ûi (τ, x) , i = 0, ..., q и v̂i (τ, x) , i = 0, ..., q зависимы. Справедлива

Лемма 27.2 . Система функций ûi (τ, x) , i = 0, ..., q и v̂i (τ, x) , i = 0, ..., q
связаны между собой равенствами:

⎛
⎜⎝

v̂0 (τ, x)
...

v̂q (τ, x)

⎞
⎟⎠ = Γ

(
D2

) q∑
k=0

Jk
k!
tk Γ

(
−D2

) ⎛
⎜⎝

û0 (τ, x)
...

ûq (τ, x)

⎞
⎟⎠ (27.13)

Γ
(
D2

)
- операторная матрица вида:

Γ
(
D2

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

D0 0 0 . . . 0
D2 D0 0 . . . 0
D4 2D2 D0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

C0
qD

2q C1
qD

2q−2 C2
qD

2q−4 . . . Cq
qD

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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Jk - матрица размера (q + 1)× (q + 1) у которой диагональ, соединя-
ющая элементы γ1,k+1 и γq+1−k,q+1, состоит из единиц, а все остальные
элементы равны нулю.

Теорема 27.2 . Если для системы функций ûi (τ, x) ∈ S/ (R) , i = 0, ..., q
выполнено условие

eτ
2λ

(
1 + λ2

)q+α/2
F [ûi] (τ, λ) ∈ L2 (R) , ..., i = 0, ..., q,

то: ⎛
⎜⎝

f̂0 (x)
...

f̂q (x)

⎞
⎟⎠ =

∞∑
j=0

⎛
⎜⎝

Dj v̂0 (τ, 0)
...

Dj v̂q (τ, 0)

⎞
⎟⎠ τ

j
2

j!
Hj

(
x

2
√
τ

)
, (27.14)

причем f̂i (x) ∈ Hα
2 (R) , i = 0, ..., q, и значения v̂i (τ, x) , i = 0, ..., q

следует взять из формулы (27.13).

Доказательство. Применим формулу (27.9) к каждому из (q + 1) на-
чальных условий f̂i (x) в модельных задачах (27.10)-(27.12). В итоге при-
ходим к (27.14).

b) Случай кусочно-однородной оси. Пусть неизвестным является

fi (x) =
n+1∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fik (x)−

первоначальное распределение, порождающее заданное распределе-
ние в момент времени t = τ :u0 (τ, x) ,

где u0m (t, x) - решение сепаратной системы дифференциальных урав-
нений

(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)q

u0m (t, x) = 0, (t, x) ∈ D, m = 1, ..., n+ 1, (27.15)

а также заданное распределение в момент времени t = τ производных
функции u0 (τ, x) до порядка q включая: ui (τ, x) ,

uim =
∂i

∂ti
u0m (τ, x) , i = 1, ..., q,
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при этом выполняются:
начальные условия

uim (0, x) = fim (x) , x ∈ In,m = 1, ...., n+ 1 (27.16)

краевые условия

∂i

∂xi
u01 (t, x)

∣∣∣∣
x=−∞

= 0,
∂i

∂xi
u0,n+1 (t, x)

∣∣∣∣
x=+∞

= 0, i = 0, ..., q (27.17)

и условия сопряжения

2q−1∑
i=0

αk
m1,i

∂i

∂xiu0k =
2q−1∑
i=0

αk
m2,i

∂i

∂xiu0,k+1, x = lk,

k = 1, ..., n; m = 1, ..., 2q.
(27.18)

здесь αk
js,i; j = 1, ..., 2q, s = 1, 2, i = 0, ..., 2q − 1 -заданные действи-

тельные числа, при которых выполнено условие неограниченной разре-
шимости задачи (27.15)-(27.18). Поиск решения приводит к сепаратной
системе интегральных уравнений:

uik (t, x) =
n+1∑
s=1

∫ ls+1

ls

Hi,ks (t, x, ξ) · fis (ξ) dξ, (27.19)

здесь

Hi,ks (t, x, ξ) =

∫ ∞

−∞

(
−λ2

)i
ϕk (x, λ) · ϕ∗s (ξ, λ) e−λ

2 tdλ,

i = 0, ..., q; k, s = 1, ..., n+ 1,
ϕ, ϕ∗ - собственные функции соответствующие прямой и двойствен-

ной задач Штурма Лиувилля [5], связанной с данной смешанной крае-
вой задачей (27.15)-(27.18). Применение оператора преобразования J−1
приводит изучаемую задачу к однородному случаю -т.е. к задаче (27.10)-
(27.12).

По схеме, предложенной при доказательстве теоремы 27.1, устанав-
ливается справедливость следующего результата:

Теорема 27.3 . Если функции ui (τ, x) ∈ S/ (R) , i = 0, ..., q и для каж-
дой из них выполнено условие
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eτ
2λ

(
1 + λ2

)q+α/2
F [ui] (λ) ∈ L2 (R) ,

то система сепаратных интегральных уравнений (27.19) имеет един-

ственное решение

⎛
⎜⎝

f0 (x)
...

fq (x)

⎞
⎟⎠ ∈ Hα

2 (In) , которое находится по форму-

ле: ⎛
⎜⎝

f0 (x)
...

fq (x)

⎞
⎟⎠ =

√
π

2

∞∑
j=0

1

2jj!

⎛
⎜⎝

Djv0 (x)
...

Djvq (x)

⎞
⎟⎠Hj,n (x) , (27.20)

где

Djvk (u) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iλ)j Fn [vk] (λ) dλ, k = 0, ..., q,

⎛
⎜⎝

v0 (τ, x)
...

vq (τ, x)

⎞
⎟⎠ = Γ

(
D2

) q∑
k=0

Jk
k!
tk Γ

(
−D2

) ⎛
⎜⎝

u0 (τ, x)
...

uq (τ, x)

⎞
⎟⎠ ,

Fn - преобразование Фурье на кусочно-однородной оси с n точками
сопряжения [5].

27.3 Обобщения результатов для q -итерации
дифференциального оператора второго
порядка общего вида.

Рассмотрим интегральное уравнение:∫ ∞

−∞
H (τ, x, ξ) · f (ξ) dξ = u (τ, x) , (27.21)

где

H (τ, x, ξ) =

∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ) · ϕ∗ (ξ, λ) e−λ

2 τdλ,
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ϕ (x, λ) , ϕ∗ (ξ, λ) -собственные функции прямой и двойственной задач
Штурма-Лиувилля на действительной для оператораL (L- дифференци-
ального оператора второго порядка общего вида).

Теорема 27.4 . Если функция u (τ, x) ∈ S/ (R) и для нее выполнено
условие

eτ
2λ

(
1 + λ2

)α/2
ũ (τ, λ) ∈ L2 (R) ,

где

ũ (τ, λ) =

∫ ∞

−∞
ϕ∗ (ξ, λ) u (τ, ξ) dξ,

то система сепаратных интегральных уравнений (27.21) имеет един-
ственное решение f (x) ∈ Hα

2 (In) , которое находится по формуле:

f (x) =

√
π

2

∞∑
j=0

Dn (u)

2jj!
Hj (x) , (27.22)

где

Dn (u) =
1

2π

∫ ∞

−∞
(iλ)j ũ (τ, λ) dλ.

℘j (x) =

∫ ∞

−∞
ϕ (x, λ) Hj

(
2
√
τλ

)
dλ,

℘j (x) -аналог функций Эрмита.

Рассмотрим систему сепаратных интегральных уравнений, порождае-
мую смешанной краевой задачей, аналогичной задаче (27.15)-(27.18) с
заменой оператора D2 на оператор L :

uik (t, x) =
n+1∑
s=1

∫ ls+1

ls

Hi,ks (t, x, ξ) · fis (ξ) dξ, (27.23)

где

Hi,ks (t, x, ξ) =

∫ ∞

−∞

(
−λ2

) i
ϕk (x, λ) · ϕ∗s (ξ, λ) e−λ

2 tdλ,

ϕ (x, λ) , ϕ∗ (ξ, λ) -собственные функции прямой и двойственной задач
Штурма-Лиувилля на действительной оси для q итерации оператора L.

257



Теорема 27.5 . Если система функций ûi (τ, x) ∈ S/ (R) , i = 0, ..., q и
выполнено условие

eτ
2λ

(
1 + λ2

)q+α/2
F [ûi] (τ, λ) ∈ L2 (R) , ..., i = 0, ..., q,

то решение сепаратной системы интегральных уравнений (27.23)
имеет вид:⎛

⎜⎝
f̂0 (x)
...

f̂q (x)

⎞
⎟⎠ =

∞∑
j=0

⎛
⎜⎝

Dj v̂0 (τ, 0)
...

Dj v̂q (τ, 0)

⎞
⎟⎠ τ

j
2

j !
Hj

(
x

2
√
τ

)
, (27.24)

где ⎛
⎜⎝

v̂0 (τ, x)
...

v̂0 (τ, x)

⎞
⎟⎠ = Γ (L)

q∑
k=0

Jk
k!
tk Γ (−L)

⎛
⎜⎝

û0 (τ, x)
...

û0 (τ, x)

⎞
⎟⎠ ,

Γ (L) - операторная матрица вида:

Γ (L) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

L0 0 0 . . . 0
L L0 0 . . . 0
L2 2L L0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
C0

qL
q C1

qL
q−1 C2

qL
q−2 . . . Cq

qL
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

причем f̂i (x) ∈ Hα
2 (R) , i = 0, ..., q.
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Часть V

Корректные алгоритмы теории
распознавания
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Глава 28

Восстановлениe зависимостей в
классе кусочно-
полиномиальных функций

28.1 Постановка задачи.
В теории прямых и обратных задач математической физики кусочно-
однородных сред, а также задач интерпретации результатов наблюдений
[12] возникает класс кусочно-гладких функций. Рассмотрим однопара-
метрическое семейство функции f (t, α) , заданных на составном проме-
жутке In,

In =

{
t : t ∈

n+1

U
j=1

(aj−1, aj) , a = a0 ≥ 0, an+1 = b <∞
}
;

имеющих предельные значения f (a+ 0, α) , f ( b− 0, α) ,
f / ( a+ 0, α) , f / (b− 0, α) ; удовлетворяющих в точках стыка
t = lk, k = 1, ..., n , условиям:

f (ak − 0, α) = f (ak + 0, α) ,
χkf

/ (ak − 0, α) = f / (ak + 0, α) ,
(28.1)

где χk > 0 - заданные постоянные.
Пусть в классе f (t, α) , t ∈ In надо восстановить функциональную

зависимость f (t, α0) = f (t) [12] и пусть значения функции f (t) неиз-
вестны, но известны значения другой функции F (x) , заданной на In,

260



связанной с искомой операторным уравнением:

Af (t) = F (x) . (28.2)

Пусть в результате измерений получены значения функции F (x) :

yj = F (xj) + ξ, j = 1, ..., i, (28.3)

ξ - аддитивная помеха,

Mξ = 0,Mξ2 = σ2 <∞,

не зависящая от x. Точки xj определяются случайно и независимо с
равномерной плотностью на кусочно-однородном отрезке In. Таким об-
разом, по результатам измерений (28.3) необходимо восстановить функ-
цию f (t) = f (t, α0) в классе функций f (t, α) . При этом допускается, что
задача (28.2) может быть некорректной.

Проблема поиска корректных алгоритмов, распознающих данную вы-
борку без ошибок, в общем виде решена Журавлевым Ю.И. [14]. В этом
разделе рассмотрен стохастический вариант задачи восстановления функ-
циональных зависимостей [12], аппаратом служит метод операторов пре-
образования [5] .

28.2 Операторы преобразования в классе
кусочно-полиномиальных функций.

Пусть функция f̃ = f̃ (t) определена на отрезке [a, b] и пусть f̃ (t) , f̃ / (t) ∈
L2 [a, b] , с нормой∥∥∥f̃∥∥∥2

=
∫ b

a
f̃ 2 (t) dt, а функция f = f (t) определена на кусочно-однородном

отрезке In, f (t) , f
/ (t) ∈ L2 [In] с нормой ‖f‖2 =

∑n+1
k=1

∫ ak+1

ak
f 2 (t) dt.

Обозначим через ṽj (t) - собственные функции оператора Фурье − d2

dt2

на отрезке [a, b] с условиями периодичности, т.е. ṽj (t) - решение зада-
чи Штурма-Лиувилля:

− d 2

dt 2 vj (t) = j2vj (t) ;

vj (a) = vj (b) ,
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v
/
j (a) = v

/
j (b) ,

а через vj (t) - собственные функции, λj - собственные значения опе-
ратора Фурье − d2

dt2
на составном промежутке In с условиями периодич-

ности:

− d 2

dt 2 vj (t) = λjvj (t) ;

vj (a) = vj (b) ,

v
/
j (a) = v

/
j (b) ,

и условиями сопряжения в точках стыка t = ak, k = 1, .., n :

vj (ak − 0) = vj (ak + 0) ,

v
/
j (ak − 0) = ṽ

/
j (ak + 0) .

Обозначим через Ãj коэффициенты ряда Фурье функции f̃ (t) по си-
стеме собственных функций ṽj (t) . По теореме Рисса-Фишера [16] суще-
ствует функция f ∈ L2 [In] , удовлетворяющая условию:∫

In

vj (t) f (t) dx = c̃j, j = 1, 2, .... (28.4)

Оператор P, ставящий в соответствие функции f̃ функцию f ( P :
f̃ → f ) назовем оператором преобразования.

Замечание. Если функция f̃ дважды непрерывно дифференцируема
на отрезке [a, b] и удовлетворяет условиям периодичности:

f̃ (a) = f̃ (b) ,

f̃ / (a) = f̃ / (b) ,

то оператор преобразования P определяется формулой:
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f (t) =
∞∑
j=1

vj (t) c̃j. (28.5)

Пусть теперь заданы коэффициенты Aj ряда Фурье функции f (t)
по системе собственных функций vj (t) . По теореме Рисса-Фишера су-
ществует функция f̃ ∈ L2 [a, b] , удовлетворяющая условию:

l∫
l0

ṽj (t) f̃ (t) dt = cj, j = 1, 2, .... (28.6)

В результате задан оператор P−1, ставящий в соответствие функции
f функцию f̃ ( P−1 : f → f̃ ). Операторы P и P−1 - взаимно обратные.

Определим оператор P ∗, сопряженный к оператору P, равенством:

P
d

dt

[
f̃
]
=

d

dt
P ∗

[
f̃
]
, (28.7)

где

f̃ / ∈ L2 [l0, l] .

Отметим следующее свойство операторов преобразования P.

Теорема 28.1 . Оператор преобразования P осуществляет непрерыв-
ное отображение из L2 [a, b] в L2 [In] .

Доказательство. Запишем равенство Парсеваля для функций f и f̃ :

b∫
a

f̃ 2 (t) dt =
∞∑
j=1

c̃2j ,

∫
In

f 2 (t) dt =
∞∑
j=1

c2j .

Из определения оператора преобразования P следует, что

cj = c̃j,

и, поэтому,

263



b∫
a

f̃ 2 (t) dt =

∫
In

f 2 (t) dt.

Таким образом, если последовательность f̃j сходится к нулю в L2 [a, b] ,
то соответствующая последовательность fj сходится к нулю в L2 [In] .

28.3 Обобщенные сплайны.
Пусть отрезок [a, b] , на котором ведется восстановление зависимости раз-
бит на части:

[a0, a1] , [a1, a2] , ..., [aN , b] , b = an+1.

Определим следующий класс функций V m
N (t, α) : на каждом из про-

межутков [a0, a1] , [a1, a2] , ..., [aN , b] функция V m
N (t, α) совпадает с неко-

торым полиномом степени m и удовлетворяет в точках стыка a = ak, k =
1, ..., N условиям сопряжения вида:

d2j

dt2j
V m
N (ak − 0, α) = d2j

dt2j
V m
N (ak + 0, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m
2

]
,

χk
d2j+1

dt2j+1V
m
N (ak − 0, α) = d2j+1

dt2j+1V
m
N (ak + 0, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m−1
2

]
,

а также условиям периодичности:

dj

dtj
V m
N (a, α) = dj

dtj
V m
N (a, α) , j = 0, 1, 2, ...,m.

Сплайны V m
N (t, α) в отличие от классических сплайнов степени m,

сопряженных в точках a1, a2, ..., aN [12], имеют разрывные производные
нечетного порядка, и поэтому их использование более естественно в за-
дачах анализа и математической физики кусочно-однородных сред.

Для построения сплайнов V m
N (t, α) введем в рассмотрение систему

фундаментальных сплайнов. Для кубических сплайнов с N сопряжени-
ями вводится N +4 фундаментальных сплайна

μ1 (t) , μ2 (t) , ..., μN+4 (t) .

Фундаментальные сплайны однозначно определяются условиями
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μ1 (ai) = 0, μ
/
1 (a0) = 1, μ

/
1 (aN+1) = 0 (i = 1, 2, ..., N + 1) ,

μ2 (ai) = 0, μ
/
2 (a0) = 0, μ

/
2 (aN+1) = 1 (i = 1, 2, ..., N + 1)

μr (ak) = δk,r−3, μ/
r (a0) = 0, μ/

r (aN+1) = 0,

(r = 3, ..., N + 4; k = 0, 1, ..., N + 1) ,

здесь δij - символ Кронекера. Поскольку любой сплайн V 3
N (t, α) пол-

ностью определяется N + 2 значениями в узлах ai (i = 0, 1, ..., N + 1) и
значениями первой производной на концах отрезка, то имеет место ра-
венство

V 3
N (t, α) =

N+1∑
j=0

V 3
N (aj, α)μj+3 (t) +

[
V 3
N (t, α)

]/
a
μ1 (t) +

[
V 3
N (t, α)

]/
b
μ2 (t) .

Таким образом, если будут найдены конкретные выражения для си-
стемы фундаментальных сплайнов μ1 (t) , μ2 (t) , ..., μN+4 (t) , то окажется
возможным представить класс сплайнов V 3

N (t, α) в параметрическом ви-
де

V 3
N (t, α) =

N+4∑
i=1

αiμi (t) .

Пусть mi+1,mi - значения второй производной сплайна V 3
N (t, α) в уз-

лах ai+1, ai равномерной сетки с шагом Δ,
(ai+1 − ai = Δ) . Так как вторая производная полинома третьей степени-
линейная функция, то для t ∈ [ai, ai+1] справедливо

V 3
N (x, α)// = mi+1

x− ai
Δ

+mi
ai+1 − x

Δ
,

где

mi+1 = V 3
N (ai+1, α) , mi = V 3

N (ai, α) .
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Проинтегрировав дважды эту функцию с учетом непрерывности сплай-
на на концах отрезка , получим, что кубический сплайн на отрезке опи-
сывается формулой

V 3
N (t, α) = 1

6Δ

[
mi+1(t− ai)

3 +mi(ai+1 − t)3+
+(6V 3

N (ai, α)−Δ2mi) (ai+1 − t)+

+
(
6V 3

N (ai+1, ai)−Δ2mi

)
(t− ai)] .

На всем отрезке [a, b] полученная функция непрерывна, но ее первая
производная может не удовлетворять условиям сопряжения. Чтобы из-
бежать этого, выберем величины из условий сопряжения, т.е. из условия

χi
d

dt
V 3

N (ai+1 − 0) =
d

dt
V 3
N (ai + 0) ,

т.е.

χi

(
Δ

3
mi +

Δ

3
mi+1 +

V 3
N (ai+1, α)− V 3

N (ai, α)

Δ

)
=

= −Δ

3
mi+1 −

Δ

3
mi+2 +

V 3
N (ai+2, α)− V 3

N (ai+1, α)

Δ
.

Таким образом, для определения N + 2 значений получено N линей-
ных уравнений. Еще два уравнения дают краевые условия

d

dt
V 3
N (a+ 0) = V /

a

d

dt
V 3
N (b− 0) = V

/
b

откуда получаем

2m1 +m2 =
6

Δ

(
V 3
N (a1, α)− V 3

N (a0, α)

Δ
− V

/
b

)
,

mN+1 + 2mN+2 =
6

Δ

(
V

/
b −

V 3
N (aN+1, α)− V 3

N (aN , α)

Δ

)
.

В матричной форме записи система имеет вид

CM∗ = D,

C =
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
χ1/2 χ1 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 χ2/2 χ2 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 0 χN−1/2 χN−1 + 1 1/2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 χN/2 χN + 1 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

M∗ =

⎛
⎜⎝

m1
...

mN+2

⎞
⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎝

d1
...

dN+2

⎞
⎟⎠ ,

d1 =
6

Δ

(
V 3
N (a1, α)− V 3

N (a0, α)

Δ
− V /

a

)
,

dN+2 =
6

Δ

(
V

/
b −

V 3
N (aN+1, α)− V 3

N (aN , α)

Δ

)
,

di =
3

Δ2

(
V 3
N (ai+2, α)− (1 + χi)V

3
N (ai+1, α) + χiV

3
N (ai, α)

)
, i = 2, ..., N +1.

Для построения фундаментальных сплайнов μ1 (t) , ..., μN+4 (t) удобно
представить векторD =

(
d1 . . . dN+2

)T как произведение вектора V T
i

определяющих значений Vi =

(
d

dt

[
V 3
N (a0, α)

]
, V 3

N (a0, α) , V
3
N (a1, α) , ..., V

3
N (aN+1, α) ,

d

dt

[
V 3
N (aN+1, α)

])∗
на матрицу B, которая имеет вид

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
− 6

Δ
− 6

Δ2
6
Δ2 0 . . . . . .

0 3
Δ2 −3(χ1+1)

Δ2
3χ1

Δ2 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 3
Δ2 −3(χN+1)

Δ2
3χN

Δ2 0
. . . . . . . . . 6

Δ2 − 6
Δ2

6
Δ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Определяющими значениями фундаментальных сплайнов являются
единичные векторы V ∗i , у которых единице равна координата с номером
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фундаментального сплайна. Упорядочим фундаментальные сплайны та-
ким образом, чтобы матрица определяющих значений стала единичной.
Т.е. принято такое упорядочение

μ1 μ3 . . . μN+4 μ2⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.

Матрица M значений вторых производных N + 4 фундаментальных
сплайнов

M =

⎛
⎝ m1,1 . . . m1,N+4

. . . . . . . . .
m

N+2,1
. . . mN+2,N+4

⎞
⎠

определяется как решение матричного уравнения

CM = B.

Зная матрицуM, легко вычислить значения фундаментальных сплай-
нов. Они вычисляются по формулам: для t ∈ [ai, ai+1] ,

μj (t) = mi,j−2
(ai+1 − t)3

6Δ
+mi+1,j−2

(t− ai)
3

6Δ
+ (28.8)

+

(
δ i+ 1,j−3 −mi+1,j−2

Δ2

6

)
t− ai
Δ

+

(
δ i,j−3 −mi,j−2

Δ2

6

)
ai+1 − t

Δ
.

Матрицу M можно вычислить аналитически:

M = C−1B.

Для этого достаточно найти матрицу C−1.
Обозначим через Dn определитель матрицы :
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 . . . . . . . . . . . .
χ1/2 χ1 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . .
0 χ2/2 χ2 + 1 1/2 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 0 χN−2/2 χN−2 + 1 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . 0 χN−1/2 χN−1 + 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Раскладывая этот определитель по алгебраическим дополнениям эле-
ментов последнего столбца, получим рекуррентную формулу для вычис-
ления определителя

Dn = (χn−1 + 1)Dn−1 −
χn−1
2

Dn−2, D1 = 2, D0 = 1 :

Используя определители Dn, вычислим элементы обратной матрицы
C−1. Получаем

c−1ij =
(−1)i+j

2j−i
Di−1DN+2−j

DN+2

(1 < i ≤ j ≤ N + 2) .

c−1ij =
(−1)i+j

2i−j
Dj−1DN+2−i

DN+2

(1 ≤ j ≤ i < N + 2)

c−11j =
(−1)1+j

2j−2
DN+2−j
DN+2

(1 < j ≤ N + 2) . (28.9)

c−1N+2,j =
(−1)N+j

2N+1−j
Dj−1
DN+2

(1 ≤ j < N + 2) .

Итак, для того чтобы найти систему обобщенных кубических фунда-
ментальных сплайнов с N сопряжениями, надо:

вычислить величины Dn ;
по формулам (28.9) получить матрицу C−1 размера ;
вычислить матрицу размера (N + 2)×(N + 4) по формулеM = C−1B;
по формулам (28.8) получить фундаментальные сплайны.
Задача восстановления регрессии в классе сплайнов V 3

N (t, α) состоит
в определении функции V 3

N (t, αM) из V 3
N (t, α) , минимизирующей эмпи-

рический риск:
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I e (α) =
1

l

l∑
i=1

(
yi − V 3

N (xi, α)
)2
. (28.10)

Учитывая разложение сплайна по системе фундаментальных сплай-
нов, перепишем формулу (28.10) в виде:

I e (α) =
1

l

l∑
i=1

(
yi −

p∑
j=1

αjμj (ti)

)2

. (28.11)

Минимум эмпирического риска Ie (α) вычисляется по известным фор-
мулам [12]: вектор параметров αM =

(
αM
1 , ..., α

M
N+4

)T равен

αe =
(
ΨT

N+4ΨN+4

)−1
ΨT

N+4Y,

где Y- вектор значений y1, . . . , yl; ΨN+4 - матрица,

ΨN+4 =

⎛
⎝ ψ1 (x1) . . . ψN+4 (x1)

. . . . . . . . .
ψ1 (xN+4) . . . ψN+4 (xN+4)

⎞
⎠ .

Таким образом, после того как фундаментальная система сплайнов
построена, вычисление сплайна минимизирующего эмпирический риск,
проводится по классической схеме определения коэффициентов линей-
ной по параметрам α регрессии. Алгоритм упорядоченной минимизации
риска в классе обобщенных кубических сплайнов проводится по разра-
ботанной в монографии [12] схеме.

28.4 Обобщeнные сплайны для кусочно-
однородной полуоси.

Пусть действительная полуось [a,∞) , на которой ведется восстановле-
ние зависимости, разбита на часть [a0, a1] , [a1, a2] , ..., [aN ,∞) . Опреде-
лим следующий класс функций V m

N (x, α) : на каждом из подынтерва-
лов функция V m

N (x, α) совпадает с некоторым обобщенным полиномом
e−xpm(x) и удовлетворяет в точках стыка t = ak, k = 1, ..., N условиям
сопряжения вида:
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d2j

d t2j
V m
N (ak − 0, α) = d2j

dt2j
V m
N (ak + 0, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m
2

]
,

χk
d2j+1

dt2j+1V
m
N (ak − 0, α) = d2j+1

dt2j+1V
m
N (ak + 0, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m−1
2

]
, χk > 0 ,

Сплайны V m
N (t, α) в отличие от классических сплайнов степени m

[12], сопряженных в точках a1, a2, ..., aN убывают на бесконечности и име-
ют разрывные производные нечетного порядка.

Для построения сплайнов V m
N (t, α) введем в рассмотрение систему

фундаментальных сплайнов. Для сплайнов V 3
N (t, α) с N сопряжениями

вводится N +2 фундаментальных сплайна

μ1 (t) , μ2 (t) , ..., μN+2 (t) .

Фундаментальные сплайны однозначно определяются условиями

μ1 (ai) = 0, μ
/
1 (a0) = 1, (i = 1, 2, ..., N + 1) ,

μr (ak) = δk,r−2, μ/
r (a0) = 0,

(r = 2, ..., N + 2; k = 0, 1, ..., N) ,

здесь δij - символ Кронекера.
Поскольку любой сплайн V 3

N ( t, α) полностью определяется N+2 зна-
чениями в узлах ai (i = 0, 1, ..., N + 1) и значениями первой производной
в точке a0, то имеет место равенство

V 3
N (t, α) =

N∑
j=0

V 3
N (aj, α)μj+2 (t) +

[
V 3
N (t, α)

] /

a
μ1 (t) .

Таким образом, если будут найдены конкретные выражения для си-
стемы фундаментальных сплайнов μ1 (t) , μ2 (t) , ..., μN+2 (t) , то окажется
возможным представить класс сплайнов V 3

N (t, α) в параметрическом ви-
де

V 3
N (t, α) =

N+2∑
i=1

αiμi (t) .

Пусть mi+1,mi - значения второй производной сплайна V 3
N (t, α) в уз-

лах ai+1, ai равномерной сетки с шагом

271



Δ, (ai+1 − ai = Δ; i = 0, ..., N − 1) . Проведя вычисления по схеме п.28.3
получим на промежутке
[ai, ai+1] формулу V 3

N (x, α) =

=
Δ2

6

[
miϕ

(ai+1−x
Δ

)
+mi+1ϕ

(
x−ai
Δ

)
+ (6V 3

N (ai, α)−Δ2mi) ψ
(ai+1−x

Δ

)
+

+(6V 3
N (ai+1, α)−Δ2mi+1)ψ

(
x−ai
Δ

)
,

здесь ϕ, ψ функции вида (c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3) e−x, коэффициенты
которых однозначно определяются из краевых условий:

ϕ (0) = 0, ϕ/ (0) = 0, ϕ (1) = 1, ϕ/ (1) = 3,

ψ (0) = 0, ψ/ (0) = ψ/ (1) , ψ// (0) = 0, ψ// (1) = 0

соответственно.
Выберем величины из условий сопряжения, т.е. из условий

χi
d

dx
V 3
N (ai+1 − 0) =

d

dx
V 3
N (ai + 0) .

Вычислив значения производных, приходим к уравнениям:

χi

(
Δ

3
mi +

Δ

3
mi+1 +

V 3
N (ai+1, α)− V 3

N (ai, α)

Δ
ψ/ (0)

)
=

= −Δ

3
mi+1 −

Δ

3
mi+2 +

V 3
N (ai+2, α)− V 3

N (ai+1, α)

Δ
ψ/ (0) .

Таким образом, для определения N + 1 значений получено N линей-
ных уравнений. Еще одно уравнение дает краевое условие

d

dx
V 3
N (a+ 0) = V /

a

откуда получаем

2m1 +m2 =
6

Δ

(
V 3
N (a1, α)− V 3

N (a0, α)

Δ
− V

/
b

)
.

В матричной форме записи система имеет вид CM∗ = D, где
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C =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
χ1/2 χ1 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 χ2/2 χ2 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 0 χN−1/2 χN−1 + 1 1/2 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 χN/2 χN + 1 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

M∗ =

⎛
⎜⎝

m1
...

mN+1

⎞
⎟⎠ , D =

⎛
⎜⎝

d1
...

dN+1

⎞
⎟⎠ ,

d1 =
6

Δ

(
V 3
N (a1, α)− V 3

N (a0, α)

Δ
ψ/ (0)− V /

a

)
,

di =
3

Δ2

(
V 3
N (ai+1, α)− (1 + χi)V

3
N (ai, α) + χiV

3
N (ai−1, α)

)
, i = 2, ..., N −1;

dN =
3

Δ2

(
− (1 + χN)V

3
N (aN , α) + χNV

3
N (aN−1, α)

)
,

dN+1 =
3

Δ2
χNV

3
N (aN , α) .

Для построения фундаментальных сплайнов μ1 (t) , ..., μN+2 (t) удобно
представить вектор D =

(
d1 , . . ., dN+2

)T как произведение вектора
V T
i определяющих значений

Vi =

(
d

dx

[
V 3
m (a0, α)

]
, V 3

m (a0, α) , V
3
m (a1, α) , ..., V

3
m (aN , α) , 0, 0

)T

на матрицу B, которая имеет вид

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
− 6

Δ
− 6

Δ2
6
Δ2 0 . . . . . .

0 3
Δ2 −3(χ1+1)

Δ2
3χ1

Δ2 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . 3
Δ2 −3(χN+1)

Δ2
3χN

Δ2 0
. . . . . . . . . 6

Δ2 − 6
Δ2

6
Δ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Определяющими значениями фундаментальных сплайнов являются
единичные векторы V ∗i , у которых единице равна координата с номером
фундаментального сплайна. Упорядочим фундаментальные сплайны та-
ким образом, чтобы матрица определяющих значений стала единичной.
Т.е. принято такое упорядочение

μ1 μ2 . . . μN+1 μN+2⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.

Матрица M значений вторых производных N + 2 фундаментальных
сплайнов

M =

⎛
⎝ m1,1 . . . m1,N+2

. . . . . . . . .
m

N+2,1
. . . mN+2,N+2

⎞
⎠

определяется как решение матричного уравнения

CM = B.

Зная матрицуM, легко вычислить значения фундаментальных сплай-
нов. Они вычисляются по формулам:

для t ∈ [ai, ai+1]

μ1 (x) = mi,1ϕ

(
ai+1 − x

Δ

)
Δ2

6
+mi+1,1ϕ

(
x− ai
Δ

)
Δ2

6
−mi+1,1ψ

(
x− ai
Δ

)
Δ2

6

−mi,1ψ

(
ai+1 − x

Δ

)
Δ2

6
,

μj (t) = mi,jϕ

(
ai+1 − t

Δ

)
Δ2

6
+mi+1,jϕ

(
t− ai
Δ

)
Δ2

6
+

+

(
δi+1,j −mi+1,j

Δ2

6

)
ψ

(
t− ai
Δ

)
+

(
δi,j −mi+1,j

Δ2

6

)
ψ

(
ai − t

Δ

)
.

Матрицу M можно вычислить аналитически, M = C−1B. Для этого
достаточно найти матрицу C−1.
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Обозначим через Dn определитель матрицы :

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1 0 0 . . . . . . . . . . . .
χ1/2 χ1 + 1 1/2 0 . . . . . . . . . . . .
0 χ2/2 χ2 + 1 1/2 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 0 χN−2/2 χN−2 + 1 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . 0 χN−1/2 χN−1 + 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Раскладывая этот определитель по алгебраическим дополнениям эле-
ментов последнего столбца, получим рекуррентную формулу для вычис-
ления определителя

Dn = (χn−1 + 1)Dn−1 −
χn−1
2

Dn−2, D1 = 2, D0 = 1.

Используя определители Dn, вычислим элементы обратной матрицы
C−1. Получаем

c−1ij =
(−1)i+j

2j−i
Di−1DN+2−j

DN+2

(1 < i ≤ j ≤ N + 2) .

c−1ij =
(−1)i+j

2i−j
Dj−1DN+2−i

DN+2

(1 ≤ j ≤ i < N + 2) .

c−11j =
(−1)1+j

2j−2
DN+2−j
DN+2

(1 < j ≤ N + 2) . (28.12)

c−1N+2,j =
(−1)N+j

2N+1−j
Dj−1
DN+2

(1 ≤ j < N + 2) .

Итак, для того чтобы найти систему обобщенных кубических фунда-
ментальных сплайнов с N сопряжениями, надо:

вычислить величины Dn ;
по формулам (28.12) получить матрицу C−1 размера ;
вычислить матрицу размера (N + 2)×(N + 2) по формулеM = C−1B;
получить фундаментальные сплайны.
Таким образом, открывается возможность применения алгоритма упо-

рядоченной минимизации риска [12] в классе обобщенных сплайнов для
решения задач математической физики неограниченных кусочно-
однородных сред.
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28.5 Операторы преобразования сплайнов.
Операторы преобразования, введенные в п.28.2, громоздки в практиче-
ском применении. Ниже приводится реализация операторов преобразова-
ния на классе сплайнов Ṽ m

N (t, α) порядка m с N сопряжениями в точках
a1, a2, ..., aN ∈ In [12]. Справедлива

Теорема 28.2 .Оператор преобразования P в классе сплайнов Ṽ m
N (t, α)

порядка m с N сопряжениями в точках a1, a2, ..., aN ∈ In можно опре-
делить как оператор, сопоставляющий сплайну Ṽ m

N (t, α) кусочно-
однородный сплайн V m

N (t, α) ( P : Ṽ m
N (t, α)→ V m

N (t, α) ) по правилу:
1. в точках a1, a2, ..., aN ∈ In сплайн V m

N (t, α) непрерывен вместе со
своими производными до порядка m− 1 включительно;

2. в точках l1, l2, ..., ln ∈ In сплайн V m
N (t, α) удовлетворяет условиям

сопряжения вида:

d2j

dt2j
V m
N (lk−, α) = d2j

dt2j
V m
N (lk+, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m
2

]
,

χk
d2j+1

dt2j+1V
m
N (lk−, α) = d2j+1

dt2j+1V
m
N (lk+, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m−1
2

]
, χk > 0 ,

3. выполняются условия периодичности:

dj

dtj
V m
N (l0, α)−

dj

dtj
V m
N (l, α) =

dj

dtj
Ṽ m
N (l0, α)−

dj

dtj
Ṽ m
N (l, α) , j = 0, 1, 2, ...,m

Оператор P−1 ( P−1 : V m
N (t, α)→ Ṽ m

N (t, α) ), обратный к оператору
преобразования P, можно определить по правилам:

1. в точках a1, a2, ..., aN ∈ In сплайн Ṽ m
N (t, α) непрерывен вместе с

производными до порядка m− 1 включительно;
2. в точках l1, l2, ..., ln ∈ In сплайн Ṽ m

N (t, α) удовлетворяет условиям
сопряжения вида:

dj

dtj
Ṽ m
N (lk − 0, α) =

dj

dtj
Ṽ m
N (lk + 0, α) , j = 0, 1, 2, ...,m ,

3. выполняются условия периодичности.
Оператор P ∗, сопряженный к оператору преобразования P в классе

сплайнов Ṽ m
N (t, α) порядкаm с N сопряжениями в точках a1, a2, ..., aN ∈

In, можно определить как оператор, сопоставляющий сплайну Ṽ m
N (t, α)

сплайн V m
N (t, α) ( P ∗ : Ṽ m

N (t, α)→ V m
N (t, α) ) по правилу:

276



1. в точках a1, a2, ..., aN ∈ In сплайн V m
N (t, α) непрерывен вместе с

производными до порядка m− 1 включительно;
2. в точках l1, l2, ..., ln ∈ In сплайн V m

N (t, α) удовлетворяет условиям
сопряжения вида:

d2j

dx2j V
m
N (lk−, α) = d2j

dx2j V
m
N (lk+, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m
2

]
,

d2j+1

dx2j+1V
m
N (lk−, α) = χk

d2j+1

dx2j+1V
m
N (lk+, α) , j = 0, 1, 2, ...,

[
m−1
2

]
, χk > 0 ,

3. выполняются условия периодичности:

dj

dxj
V m
N (l0)−

dj

dxj
V m
N (l) =

dj

dxj
Ṽ m
N (l0)−

dj

dxj
Ṽ m
N (l) , j = 0, 1, 2, ...,m.

Доказательство. В каждой точке отрезка [l0, l] , исключая точки стыка
a1, a2, ..., aN , l1, l2, ..., ln ∈ In имеем:

dm+1

dxm+1
Ṽ m
N (x) = 0,

dm+1

dxm+1
V m
N (x) = 0. (28.13)

Методом интегрирования по частям в интеграле
l∫

l0

ṽj (t) Ṽ m
N (t) dt, с

использованием условий (28.13) установим справедливость равенств:

l∫
l0

ṽj (x) Ṽ
m
N (x) dx =

∫
In

vj (x)V
m
N (x) dx, j = 1, 2, ....

Утверждение теоремы следует из определения операторов P и P−1.

28.6 Некорректные задачи измерения для

однородных сред.
Восстановление решения операторного уравнения (28.2) будем проводить
в классе сплайнов, удовлетворяющих условиям сопряжения (28.1) в точ-
ках стыка. Пусть
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π̃1 (t) , ..., π̃N+m+1 (t)

- система фундаментальных сплайнов на [a, b] степениm сN сопряже-
ниями [12]. Тогда для любого сплайна Ṽ m

N (x, α) справедливо разложение:

Ṽ m
N (t, α) =

N+m+1∑
i=1

αiπ̃i (t) ,

где α = (α1, ..., αN+m+1) - коэффициенты разложения сплайна Ṽ m
N (t, α)

по фундаментальной системе сплайнов.
Фундаментальный кусочно-однородный сплайн определим равенства-

ми:

π1 (t) = P [π̃1 (t)] , ..., πn+M+1 (t) = P [π̃N+m+1 (t)] . (28.14)

Тогда для любого кусочно-однородного сплайна V m
N (t, α) справедливо

разложение:

V m
N (t, α) =

N+m+1∑
i=1

αiπi (t) ,

где α = (α1, ..., αN+m+1) - коэффициенты разложения сплайна V m
N (x, α)

по фундаментальной системе кусочно-однородных сплайнов.
Приступим к построению сплайн- приближения решения уравнения

(28.2). Рассмотрим образы кусочно-однородной фундаментальной систе-
мы (28.14):

μ1 (t) = A [π1 (t)] , ..., μn+m+1 (t) = A [πN+m+1 (t)]

и примем в качестве решения операторного уравнения (28.2) такой
кусочно-однородный сплайн V m

N (t, α) , образ которого F (t, α∗) гаранти-
рует малую величину риска [12]:

I (α) =

∫
(y − F (x, α))2 P (y | x) dydx.

Из приведенных в п.6 главы IX из [12] результатов об оценке риска
I (α) , следует
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Теорема 28.3 . Если удовлетворяется условие (см.[12] условие (7.15))

sup
α

p

√∫
(y − F (x, α))2p P (y | x) dydx∫
(y − F (x, α))2 P (y | x) dydx

≤ τN , p ≥ 2,

то с вероятностью 1− η одновременно для всех кусочно-однородных
сплайнов с N сопряжениями выполняется неравенство:

I (α) <

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
i

i∑
j=1

(
yj −

N+m+1∑
p=1

αpμp (xj)

)2

1− 2 3
√
2 τN ·

√
(N+m+1)(ln 2i

N+m+1
+1)−ln η

12

i

⎤
⎥⎥⎥⎦
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

, (28.15)

при этом качестве решения операторного уравнения (28.2) выберем
такую кусочно-однородную сплайн-функцию, для которой достигается
минимум правой части оценки (28.15).
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Глава 29

Операторный метод решения
некорректных задач
кусочно-однородных сред

29.1 Ретроспективная задача о структуре тем-
пературного поля конечного
кусочно-однородного стержня.

Задача о структуре температурного поля, в которой искомым являет-
ся первоначальное распределение источников, порождающее некоторое
заданное распределение температуры, приводит к сепаратной системе
интегральных уравнений Фредгольма I рода:

∫
In

G (x, ξ, β) f (ξ) dξ = F (x) , x ∈ In, (29.1)

здесь f (ξ) - неизвестная структура кусочно-однородного температур-
ного поля, F (x) - заданное распределение температурного поля в момент
времени t = β, G (x, ξ, β) - функция влияния [5].

Метод упорядоченной минимизации риска [12] может быть рекомен-
дован для решения сепаратной системы интегральных уравнений (29.1).

Замечание. Точное решение задачи (29.1) получено в г.23.
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29.2 Восстановление производной
кусочно- гладкой функции.

Задачу восстановления непрерывной производной f̃ (ξ) функции F̃ (x) по
эмпирическим данным следует рассматривать как задачу приближенно-
го решения уравнения:

l∫
l0

θ (x− ξ) f̃ (ξ) dξ = F̃ (x) . (29.2)

В работе [12] для решения задачи (29.2) применяется метод кусочно-
полиномиальных приближений. Рассмотрим задачу восстановления кусочно-

непрерывной производной f (x) = F / (x) по эмпирическим данным. В
точках стыка полагаем:

f (lk − 0) = F / (lk − 0) , f (lk + 0) = F / (lk + 0) ,

причем

χkf (lk − 0) = f (lk + 0) , k = 1, ..., n.

Воспользуемся методом операторов преобразования. Пусть F̃ = P−1 [F ] ,
тогда производная f̃ (x) = F̃ / (x) - функция непрерывная на отрезке
[l0, l] . Таким образом, имеем:

l∫
l0

θ (x− ξ) f̃ (ξ) dξ = P−1 [F ] (x) . (29.3)

По определению сопряженного оператора P ∗ получим:

f̃ =
d

dx
P−1 [F ] = (P ∗)−1

d

dx
[F ] = (P ∗)−1 [f ]

Следовательно, уравнение (29.3) можно переписать в виде:

l∫
l0

θ (x− ξ) g (ξ) dξ = P−1 [F ] (x) , (29.4)
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где

g = (P ∗)−1 [f ] .

Таким образом, f = P ∗ [g] .
Обозначим через V m

N (x, α) класс кусочно-однородных сплайнов сте-
пени m с N сопряжениями, заданный на равномерной сетке, а через
V m
N (x, α0) сплайн, доставляющий минимум эмпирического функционала

I (α) =
1

i

i∑
j=1

(yj − V m
N (xj, α))

2 ,

где

yj = f (xj) , j = 1, ..., i.

Пусть теперь определено условие, связывающее число сопряжений N
с объемом выборки i, а именно N = N (i) . Рассмотрим последователь-
ность кусочно-однородных сплайнов

V m
N(1) (x, α1) , ..., V

m
N(i) (x, αi) , ... (29.5)

степени m, имеющих N (1) , ..., N (i) сопряжений и минимизирущих
эмпирический риск на выборке j = 1, ..., i, .... Из результатов Михаль-
ского А.И. (см.[12] ) следует теорема.

Теорема 29.1 . Если плотность p (x) абсолютно непрерывна относи-
тельно равномерной и выполняются условия:

N (i) −−−→
i→∞

∞,

N6 (i) ln i

i
−−−→
i→∞

0,

а регрессия F (x) непрерывна, дифференцируема в In, причeм в точ-
ках стыка удовлетворяются условия сопряжения:

F (lk − 0) = F (lk + 0) ,
χkF

/ (lk − 0) = F / (lk + 0) , χk > 0,

то последовательность
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d

dx
V m
N(1) (x, α1) , ...,

d

dx
V m
N(i) (x, αi) , ...

составленная из производных кусочно-однородных сплайнов (29.5) схо-
дится с вероятностью единица в равномерной метрике к функции f (x) .
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Глава 30

Корректные алгебры
ограниченной емкости над
множеством алгоритмов
вычисления оценок

Рассматривается задача о выполнимости достаточных условий равно-
мерной сходимости частот появления ошибок распознающих алгорит-
мов на обучающей выборке к их вероятностям для достаточно широких
подклассов U(L,A) алгебраического замыкания алгоритмов вычисления
оценок. Получены верхние оценки классов U(L,A) и скорость сходимо-
сти алгоритмов, минимизирующих функционал эмпирического риска.

30.1 Ведение
Большое количество работ посвящено изучению моделей алгоритмов рас-
познавания с кусочно-линейными разделяющимися поверхностями и вы-
числения оценок, для которых исследовалась проблема полноты, впер-
вые поставленная Ю.И. Журавлевым. Модель называется полной, если
в ней для всякой конечной выборки S1, . . . , Sq существует (корректный)
алгоритм, классифицирующий все объекты S1, . . . , Sq без ошибок . Мо-
дели алгоритмов, удовлетворяющие условию полноты, стали называть
корректными. В [14] была доказана корректность линейных L(U) или
алгебраических U(A) замыканий такого рода алгоритмов. Более того,

284



как следует из (3), алгоритм, корректный для произвольной выборки
(задачи), может быть задан в специальном виде A = R ◦ r(C̃) где

R = (c1 + c2)

q∑
i=1

l∑
j=1

bijA
k(i, j) (30.1)

есть оператор, r(C̃)- решающее правило, Ak(i, j) - степень оператора вы-
числения оценок, βij ∈ {0, 1}.

При этом показатель степени k равен по порядку qlnq (k ∼ qlnq). В
работах Матросова В.Л. [24,25,26] ставился вопрос о возможности пони-
жения сложностных параметров: показатель степени k и числа базовых
алгоритмов L, при которых достигается абсолютно точное решение за-
дачи распознавания Z. Там же изложены способы сокращения объема
записи и количества шагов при подборе алгоритма A. В результате в
работах [24,25,26] Матросовым В.Л. предложен новый вид корректного
алгоритма для произвольной задачи распознавания Z.

A∗ = R∗ ◦ r(c); A∗ ∈ Nk{M1}

где
k = q + l − 2, L = l(q2 + ql − 2),

M1 ⊂ M− подмодель алгоритмов, содержащих только простейшие
одноэлементные алгоритмы множеств. При этом оператор R∗ задается в
виде:

R∗ =
l∑

j=1

q∑
ν=1

βνj (Rj ·Rνj) ,

βνj -информационная матрица задачи Z .

Rj ◦ r (c) ∈ N l−1 {M1} ;
Rνj ◦ r (c) ∈ N q−1 {M1}

где

τ ≤ q − l;Rνj = Rνj (1) · . . . ·Rνj (τ) .

Таким образом, поиск корректного алгоритма может осуществляться
уже в семействе параметрических алгоритмов {A} = {A(ε̃, ρ̃, γ̃, x̃, C̃, k̃, β̃)},
для которых A = R◦r(C̃) и R имеет вид (30.1). Задача поиска алгоритма,
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распознающего данную выборку, в общей постановке была рассмотрена
в [14]. Согласно этому подходу, в классе решающих алгоритмов (правил)
F (x, α) (α - набор параметров ) нужно найти алгоритм, доставляющий
минимум функционалу

R(α) =

∫
X,Ω0

[ω − F (x, α)]2dP (x, ω)

если функция P (x, ω) не известна.
Функция R(α) характеризует вероятность неправильной классифи-

кации с помощью алгоритма F (x, α), где для каждой пары (x, ω) в про-
странстве (X,Ω0) описание объекта задает x, а класс, к которому в дей-
ствительности принадлежит объект x указывает ω. Считается, что число
классов невелико, т.е. Ω = {1, 2, . . . , k} задано однозначное соответствие
между множеством параметров {α} некоторого пространства ∧ и клас-
сом распознающих алгоритмов {F (x, α)}, причем F (x, α) принимает те
же дискретные значения, что и ω.

Пусть минимум функционала R(ω) достигается в некоторой точке
α = α0 пространства параметров ∧ .Тогда в качестве приближения бе-
рется значение α∗, доставляющее минимум функционалу эмпирического
риска

R�(α) =
1

δ

l∑
i=1

[ω − F (xi, α)]
2 ,

где (x1, ω1), . . . , (xδ, ωδ)- выборка, полученная в серии независимых испы-
таний при неизменном распределении P (x, ω). Здесь R�(α) равна частоте
υ(Tα) появлений событий Tα = {(x, ω) | F (x, α) 	= ω}. Если S = {Tα | α ∈
∧}, то справедлива формула

R(α∗)−R(α0) ≤ 2 sup
Tα∈S

| υ(Tα)− P (Tα) | (30.2)

Таким образом, близость значений α0 и α∗ будет гарантирована, если
функция R�(α) равномерно по параметру α приближает R(α), т.е. для
любого ε > 0

P{sup | v(α)− P (α) |> ε} −→ 0, δ −→∞

В [14] были получены достаточные условия равномерной сходимости ча-
стот появления событий к их вероятностям. При этом оказалось, что
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полученные условия не зависят от распределения P (x, ω) которое обыч-
но не известно, а определяются только классом событий S.

Вывод достаточных условий связан с понятием функции роста ms(q),
задаваемой как максимальное число способов разделения q точек на два
класса с помощью распознающих алгоритмов F (x, α). В результате ес-
ли ms(q) мажорируется некоторой степенной функцией, то имеет место
равномерная сходимость частот появления событий к их вероятностям.

В случае семейства {A} = {A(ε̃, ρ̃, γ̃, x̃, C̃, k̃, β̃)} из этих условий выте-
кает следующее утверждение для всякого ε > 0 существует δ0 (эффек-
тивно заданное), достаточное для того, чтобы с вероятностью, близкой к
единице, процедура, минимизирующая функционал эмпирического рис-
ка, выбрала распознающий алгоритм, для которого частота ошибок на
выборке S̃δ0 = (S1, . . . , Sδ0) отличается от качества R(α) наилучшего в
{A} распознающего алгоритма S̃δ0 не более чем на ε.

30.2 Обозначения, определения
1. Рассмотрим множество M = M1 × . . . × Mn допустимых объектов,
где каждое множество Mi наделено полуметрикой ρi, для которой вы-
полняются все аксиомы, за исключением аксиомы треугольника. Таким
образом, M = {(a1, . . . , an)} = {S}, где ai ∈ Mi, i = 1, 2, . . . , n, причем
существует разбиение множества M на классы:

M =

j⋃
j=1

Kj

2. Пусть задана конечная последовательность пар

(S1, α(S1)), . . . , (Sm), α(Sm)),

где (S1, . . . , Sm) - произвольная совокупность (выборка) объектов изM и
Si = (ai1, . . . , ain), aij ∈Mj, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n, a(Si) - информа-
ционный вектор (ai1, . . . , ail), составленный из нулей и единиц, где aij =
1 тогда, когда предикат Pj(Si) = (Si ∈ Kj) истинен, i = 1, 2, . . . ,m,
j = 1, 2, . . . , l.

Выборку (S1, . . . , Sm) будем называть обучающей, а последователь-
ность (1.1)- начальной информацией и обозначать I0(S1, . . . , Sm) = I0.
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3. Пусть K̃j = {S1, . . . , Sm}∩Kj и C̃Kj = {S1, . . . , Sm}\Kj. Без ограни-
чения будем полагать, что и K̃j = {S1, . . . , Sm} и C̃Kj = {Sm1+1, . . . , Sm}\
Kj.

4. Пусть задана конечная выборка объектов (S1, . . . , Sq) = S̃q, подле-
жащих распознаванию; назовем ее рабочей. Каждый алгоритм A вы-
числения оценок определяется (см. [14]) в виде A = A(ε̃, ρ̃, γ̃, x̃, C̃), где
ε̃, ρ̃, γ̃, x̃ - набор параметров, A = R ◦ r(C̃), R = R(ε̃, ρ̃, γ̃, x̃) - оператор,
C̃ = (c1, c2); он применяется к начальной информации I0 и рабочей вы-
борке S̃q , и его результатом является матрица оценок принадлежности
объектов Si классу Kj:

R(I0, S̃
q) = ‖Γij‖g×l = ‖Γj(S

i)‖;

r(C̃) - фиксированное решающее правило:

r(C̃) (‖ Γij ‖q×l) =‖ bij ‖q×l, βij ∈ {0, 1,Δ}

Будем рассматривать задание операторов вычисления оценок с неболь-
шими изменениями по сравнению с [14].

Система опорных множеств {ΩR}.
Случай а. Совокупность {ΩR} = {i1, . . . , ik} ⊂ {1, 2, . . . , n}.
Случай б. Совокупность {ΩR} состоит из всех одноэлементных под-

множеств {1, 2, . . . , n}.
Функция близости B(B′). Всякому оператору R поставим в соот-

ветствие функцию близости B(B′), определяемую следующим образом.
Пусть ε̃ = (ε1, . . . , εn), εi- неотрицательные вещественные числа и S =
(a1, . . . , an), S ′ = (b1, . . . , bn) . Тогда в случае а

B′(S, S ′, ε̃) = θ[εj1 − ρi1(ai1, bi1] · . . . · θ[εik − ρik(aik, bik)],

в случае б

B(S, S ′, ε̃, i) = θ[εi − ρi(ai, bi)] θ(z) =

{
1, z > 0
z, z < 0

Вычисление оценки для класса Kj по заданной системе опорных мно-
жеств {ΩR} . Пусть γ̃ = (γ1, . . . , γm) , где γi = γ(Si) > 0 - веса объектов
Si, i = 1, 2, . . . ,m, p̃ = (p1, . . . , pn); pi > 0 - вес i-го признака. Положим
p(ΩR) = pi1 + . . .+ pik, если {ΩR} = {i1, . . . , ik}.
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В случае а

Γα
j (S) =

∑
Pj(Sj)=a

γ(Si)p(ΩR)B
α(Si, S, ε̃)

В случае б

Γα
j (S) =

∑
Pj(Sj)=α

n∑
υ=1

γ(Si)pυB
α(Si, S, ε̃, υ)

α = 0, 1, B1 = B,B0 = 1−B; тогда Γj(S) = xiΓ
1
j + x0Γ

0
j , xi = 0, 1.

Класс операторов вычисления оценок будем обозначать {R̃}.
Решающее правило r(C̃). Здесь C̃ =< (c11, c21), . . . , (c1l . . . , c2l) >, 0 <

c1j ≤ c2j; тогда r(C̃) (‖ Γij ‖q×l) = ‖ βij ‖q×l, j = 1, 2, . . . , l, где βij = 1,
если Γij > c2j, βij = 0, если Γij < c1j, βij = Δ в остальных случаях.

В множестве операторов {R̃} = {R(ε̃, p̃, γ̃, x̃)} определяются операции
сложения, умножения и умножения на скаляр.

Пусть R1, R2 ∈ {R̃} и R1(I0, S̃
q) =‖ a1ij ‖q×l, R2(I0, S̃

q) =‖ a2ij ‖q×l; b -
скаляр. Определим операторы b ·R1, R1+R2, R1 ·R2 следующим образом:

(b ·R1)(I0, S̃
q) =‖ b · a1ij ‖q×l,

(R1 +R2)(I0, S̃
q) =‖ a1ij + a2ij ‖q×l,

(R1 ·R2)(I0, S̃
q) =‖ a1ij · a2ij ‖q×l .

Пусть N - натуральный ряд. Построим следующее множество опера-
торных многочленов для всяких k, L ∈ N

Ũ(L, k) = {R | R =

(
L∑
i=1

ciRi

)k

;Ri ∈ {R̃}, ci − константы},

и пусть для всякого натурального t ≤ L
Ũ(L, k) = {R | (∃l1) . . . (∃lt)

[
R =

∑t
i=1 c̃iRi,

∑t
i=1 li = L

]
, где Ri ∈

Ũ(li, k), c̃i -константы}, i = 1, 2, . . . , t. В частности, Ũ1(L, k) = Ũ(L, k).
Тогда положим

Ũ(L, k) =
⋃
k

⋃
i=1,2,...,L

Ũt(L, k).

Очевидно, Ũ(L, k) ⊂ U(R) , где U(R) - алгебраическое замыкание опера-
торов {R̃}.
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30.3 Постановка задачи
Пусть задана рабочая выработка S̃q = (S1, . . . , Sq) и начальная инфор-
мация I0 = I0(S1, . . . , Sm) . Задача Z(I0, S̃

q) = Z(I0, S
1, . . . , Sq) состо-

ит в построении алгоритма, вычисляющего информационную матрицу
‖ αij ‖q×l, где αij = Pj(S

i) . Результатом применения алгоритма вычис-
ления оценок A к задаче Z(I0, S̃q) является A(I0, S1, . . . , Sq) =‖ βij ‖q×l -
матрица, интерпретируемая следующим образом: если βij ∈ {0, 1}, то βij
- значение предиката Pj(S

i), вычисленное алгоритмом A, а если
Определение 30.1. Алгоритм A называется корректным для задачи

Z, если A(I0, S1, . . . , Sq) =‖ aij ‖q×l, где ‖ aij ‖q×l, - истинная информа-
ционная матрица для выборки S̃q.

Определение 30.2. Класс алгоритмов {A} называется корректным
для множества задач Z, если для любой задачи Z ∈ {Z} существует
алгоритм A ∈ {A} , корректный для {Z}.

Пусть U(A) (или Ũ(A,L) ) - множество алгоритмов таких, что A =
P ◦ r(C̃) , где R ∈ U(R) (или R ∈ Ũ(R,L)). В работе [14] рассматривался
класс всех задач {Z}, определенных выше, с незначительными ограни-
чениями и была доказана

Теорема 30.1 .Алгоритмическое замыкание U(A) алгоритмов вычис-
ления оценок с множеством распознающих алгоритмов {A} = {R̃◦(C̃)}
корректно над множеством задач {Z} .

В [14] доказано, что для всякой задачи Z = (I0, S̃
q) искомый корректный

алгоритм A может быть задан в специальном виде (1), где

R = (c1 + c2)
q∑

i=1

l∑
j=1

βij[A
′(i, j)]k,

βij ∈ {0, 1}, k ∈ N, c1 = minj c1j, c2 = maxj c2,

A′(i, j) - операторы из линейного замыкания L(R̃) класса {R̃}
Докажем следующую лемму.

Лемма 30.1 . Алгоритм вида (30.1) принадлежит классу Ũ(A,L) при

L = ql(2q + l · 3)
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Доказательство. В [14] оператор A′(i, j) строился введением вспомога-
тельных операторов

Rj =
l∑

t 
=j

Rjt, Rj
i =

q∑
υ 
=j

Rj
jυ, Rjt, R

j
jυ ∈ {R̃},

либо

Rj
i =

q∑
υ 
=j

(Rj1
jυ −Rj2

jυ), Rj1
jυ, R

j2
jυ ∈ {R̃}.

Тогда R′(i, j) получался умножением на константу оператора Rij =
Rj +Rj

i . Следовательно, Rj ∈ Ũ(l− 1, 1), Rj
i ∈ Ũ(2(q− 1), 1), Rij ∈ Ũ(2q+

l − 3, 1).
Отсюда A′ ∈ Ũql(ql(2q + l − 3), k), или A′ ∈ Ũ(R, ql(2q + l − 3)).
Перейдем теперь к поиску корректного алгоритма для произвольной

задачи Z в классе алгоритмов U(A,L).
Рассмотрим алгебраическое замыкание алгоритмов вычисления оце-

нок U(A). Каждый алгоритм имеет вид A = R ◦ r(C̃), где

R =
∑

(i1,...,ip)

c(i1, . . . , ip)R
α1
i1 . . . R

αp

ip , υ = 1, 2, . . . , p (30.4)

Riυ ∈ {R̃}, aυ ∈ N, c(i1, . . . , ip) - константы. Причем Riυ для всякого υ =
1, 2, . . . , ρ задается набором параметров p̃υ, γ̃υ, ε̃υ, x̃υ и поэтому каждому
алгоритму A ∈ U(A) можно сопоставить, в соответствии с (30.4),набор
параметров

< {c(i1, . . . , ip)}, (p̃i1 , γ̃i1 , ε̃i1 , x̃i1), . . . , (p̃ip , γ̃ip , ε̃ip , x̃ip) >

В результате всякому алгоритму A ∈ U(A) соответствует функция
A(S, α), которую он вычисляет. Если S ∈ {S}- допустимый объект, то
A(S, α) = j тогда и только тогда, когда значение предиката Pj(S) ,
вычисленное этим алгоритмом, равняется единице. В дальнейшем будем
отождествлять алгоритм A и функцию A(S, α).

В [14] в качестве функционала качества работы алгоритма A(S, α)
рассматривается

R̂(α) =

∫
θ{[ω − A(S, α)]2}dP (S, ω), (30.5)
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где P (S, ω) = P (S)P (ω | S), P (S) - вероятность возникновения ситуа-
ции (объекта) S и P (ω | S)- вероятность отнесения объекта S к классу
с номером ω ∈ {1, 2, . . . , l}. Тогда функционал R̂(α) задает вероятность
неправильной классификации с помощью алгоритма и возникает зада-
ча отыскания алгоритма A(S, α). доставляющего минимум функционалу
R̂(α). Причем функция P (S, ω) считается неизвестной, но дана случай-
ная и независимая выборка (обучающая) (30.1).

Задана также рабочая выборка S̃q = (S1, . . . , Sq), найденная согласно
распределению при случайных и независимых испытаниях:

(S1, α(S1)), . . . , (Sq, α(Sq)).

Информационные векторы α(Si), i = 1, 2, . . . , q, считаются неизвест-
ными.

По лемме 30.1, корректный алгоритм, распознающий выборку S̃q и
использующий обучающую последовательность пар (30.1), принадлежит
классу Ũ(A,L) ⊂ U(A) при L удовлетворяющем (30.2). Однако данный
класс Ũ(A,L) зависит от длины выборки q поэтому нет гарантии, что
мы находимся в условиях детерминистской [14] постановки задачи обу-
чения распознавания образов, хотя, очевидно, класс U(A,L) содержит
алгоритм, безошибочно классифицирующий все объекты S̃q . В связи с
этим будем рассматривать стохастический вариант [14] задачи распозна-
вания образов. В данном случае задача сводится к отысканию алгоритма
A(S, α),минимизирующего функционал

R̂0(α) =
1

q

q∑
i=1

[ω − A(Si, α)]2, (30.6)

где α(S1) = (αi1, . . . , αil), αiwi
= 1.

Пусть минимумы функционалов (30.5) и (30.6) достигаются, соот-
ветственно, в точках α∗ и α0. Тогда мерой близости α∗ и α0 служит
ρ(α∗, α0) − R̂(α0) − R̂(α∗) и, как следует из (30.2), близость значений
может быть гарантирована, если R̂(α0) равномерно по параметру α при-
ближает R̂(α0). Обозначим

Tα = {(S, ω) | A(S, α) 	= ω}. (30.7)

Тогда функционал R̂(α) при каждом значении α есть вероятность собы-
тия (30.7):

R̂(α) = P{| A(S, α) 	= ω} = P (Tα).
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Эмпирическая оценка R̂(α0) равна частоте v(Tα) появления этого со-
бытия в данной выборке. Обозначим F класс событий Tα при любых α.
Тогда равномерная близость функций R̂(α) и R̂0(α) означает равномер-
ную близость частот и вероятностей событий Tα по классу F .

В [14] получены достаточные условия равномерной сходимости частот
появления событий к их вероятностям, не зависящие от функции распре-
деления. Прежде чем их сформулировать, дадим необходимые определе-
ния.

Определение 30.3. Классификацией выборки S̃δ назовем всякое ее
представление в виде двух не пересекающихся множеств S̃1 и S̃2, т.е.
S̃1 = {St1 , . . . , Stk , S̃2} = {Stk+1 , . . . , Stδ}, где S̃i

⋂
S̃2 = Ø. Классифика-

цию выборки S̃δ будем обозначать (S̃1, S̃2); r(C̃) - фиксированное реша-
ющее правило, задаваемое константами c1 и c2 (c1 > c2).

Определение 30.4. Будем говорить, что оператор R
(алгоритм A(S, α) реализует классификацию (S̃1, S̃2) выборки S̃δ по клас-
су Kj, если для всяких объектов St ∈ S1 и St′ ∈ S2 оценки опера-
тора (значения алгоритма A(S, α)) удовлетворяют условиям ΓR

tj > c1,

ΓR
t′j < c2, A(S

t, α) = J,A(St′ , α) 	= J .
Пусть задан класс алгоритмов {A(S, α)} и соответствующей ему класс

событий F(S, α) = {Tα} , а также зафиксирована выборка
S̃q = (S1, . . . , Sq).

Определение 30.5. Индексом системы F(S, α) относительно выбор-
ки S̃δ будем называть число классификаций выборки S̃δ, реализуемых
алгоритмами из {A(S, α)}, и обозначать это число

EF (S,α)
(S1, . . . , Sq) = EF S̃q.

Очевидно, EF S̃q < 2q.
Определение 30.6. Функцией роста класса {A(s, α)}называется

mF (q) = max
(S1 ,...,Sq)

EF(S,α)(S1, . . . , Sq)

Из теоремы, полученной в [14], вытекает одна важная характеристика
класса алгоритмов. Сформулируем ее.

Теорема 30.2 .Функция роста mF(q) либо тождественно равна 2q ,
либо мажорируется степенной функцией 1.5qn−1/(n−1)! , где n - мини-
мальное число q, при котором mF(q) 	= 2q.
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Как следует из этой теоремы, число n − 1 служит мерой разнообразия
класса {A(S, α)}.

Определение 30.7. Будем называть это число емкостью класса
{A(S, α)} и обозначать ΔA(S, α).

Если mF (q) = 2q для всякого q то емкость считается бесконечной, в
противном случае - конечной. Тогда конечная емкость класса {A(S, α)}
является достаточным условием равномерной сходимости частот появ-
ления событий класса F(S, α). к их вероятностям.

В качестве класса {A(S, α)} будем рассматривать класс алгоритмов
Ũ(A,L). В дальнейшем докажем конечную емкость класса Ũ(A, a) для
всякого L ∈ N .

30.4 Вспомогательные построения
Пусть S̃δ = (S1, . . . , Sδ) , S̃m = (S1, . . . , Sm), где Si = (ai1, . . . , ain), i =
1, 2, . . . , δ, Sj = (bj1, . . . , bjn), j = 1, 2, . . . ,m. Следуя [14], применим обо-
значение ρr(aij, bjr) = ρ(r, j, i) , а также δ̃ = (1, 2, . . . , δ),m2 = m−m1.

Рассмотрим отображения

Φrk(I0, δ̃) = (tkr1, . . . , t
k
rδ), k = 1, 2, . . . ,m1, r = 1, 2, . . . , n, (30.8)

Φrp(I0, δ̃) = (αp
r1, . . . , α

p
rδ), p = 1, 2, . . . ,m2,

такие, что
ρ(r, k, tkr1 ≤ . . . ≤ (ρ(r, k, tkrδ) (30.9)

ρ(r,m1 + p, αp
r1 ≥ . . . ≥ ρ(r,m1 + p, αp

rδ).

В результате обозначения Φrk и Φrp порождают матрицы подстановок
набора δ̃:

∥∥t1ri∥∥n×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
t111 . . . t11δ
. . . . . . . . .
t1n1 . . . t1nδ

∥∥∥∥∥∥∥ , . . . , ‖t
m1
ri ‖n×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
tm1
11 . . . tm1

1δ

. . . . . . . . .
tm1
n1 . . . tm1

nδ

∥∥∥∥∥∥∥ , (30.10)

∥∥α1
ri

∥∥
n×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
α1
11 . . . α1

1δ

. . . . . . . . .
α1
n1 . . . α1

nδ

∥∥∥∥∥∥∥ , . . . , ‖α
m2
ri ‖n×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
αm2
11 . . . αm2

1δ

. . . . . . . . .
αm2
n1 . . . αm2

nδ

∥∥∥∥∥∥∥ .
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Выборку S̃δ будем называть выборкой общего типа, если все неравен-
ства (30.9) являются строгими. Тогда отображения (30.8) являются одно-
значными. В дальнейшем будем рассматривать только выборки общего
типа.

Рассмотрим r-е строки матриц (30.10):

t(r, k) = (tkr1, . . . , t
k
rδ), α(r, k) = (αp

r1, . . . , α
p
rδ). (30.11)

Определим величины

f ε
t(r,k)(x) =

x∏
j=1

θ[ε− ρ(r, k, tkri)], (30.12)

gεa(r,k)(x) =
x∏

j=1

θ[ε− ρ(r, k, αp
ri)], θ̄(z) = 1− θ(z).

Обозначим

z(r, k) = min
x

[f εr
t(r,k)(x+ 1) = 0 ∨ x = δ], (30.13)

l(r, p) = min
x

[gεra(r,p)(x+ 1) = 0 ∨ x = δ].

Очевидно, z(r, k), l(r, p) ∈ {0, 1, . . . , δ}.
Определение 30.8. ε̃-Сечением выборки S̃δ (относительно началь-

ной информации I0) будем называть пару матриц вида

F1(I0, ε̃, S̃
δ) =

∥∥∥∥∥∥∥
z(1, 1) . . . z(1,m1)

. . . . . . . . .
z(n, 1) . . . z(n,m1)

∥∥∥∥∥∥∥ ,

F2(I0, ε̃, S̃
δ) =

∥∥∥∥∥∥∥
l(1, 1) . . . l(1,m2)

. . . . . . . . .
l(n, 1) . . . l(n,m2)

∥∥∥∥∥∥∥ .
Зафиксируем начальную информацию I0 и выборку S̃δ .Введем би-

нарное отношение на множестве всех операторов {R̃} = {R(ε̃, x̃)}.
Пусть задана система одноэлементных опорных множеств {Ω} = {t}.
Определение 30.9. Будем говорить, что операторы R1 = R(ε̃1, x̃1)},

R2 = R(ε̃2, x̃2) с системой Ω находятся в отношении 1
∼(R1

1
∼R2), если
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x̃1 = x̃2 и ε̃1, ε̃2 (сечения выборки S̃q ) совпадают, т.е. Fi(I0, ε̃1, S̃
δ) =

Fi(I0, ε̃2, S̃
δ), i = 1, 2.

Заметим, что данное определение не зависит от значений γ̃i, p̃i. Не-
трудно видеть, что указанное отношение является отношением эквива-
лентности. Будем называть его 1-эквивалентностью и класс 1-эквива-
лентности, порождаемый оператором R ∈ {R̃}, обозначать G1(R,Ω).

Пусть задано опорное множество Ω = {i1, . . . , ik}. Рассмотрим под-
матрицы матриц (30.10), полученные вычеркиванием из (30.10) строк с
номерами r ∈ {i1, . . . , ik}:

∥∥t1ri∥∥k×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
t1ii1 . . . t1i1δ
. . . . . . . . .
t1k11 . . . t1ikδ

∥∥∥∥∥∥∥ , . . . ,
∥∥t1ri∥∥k×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
tm1
ii1

. . . tm1
i1δ

. . . . . . . . .
tm1
k11

. . . tm1
ikδ

∥∥∥∥∥∥∥ ,

∥∥α1
ri

∥∥
k×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
α1
ii1

. . . α1
i1δ

. . . . . . . . .
α1
k11

. . . α1
ikδ

∥∥∥∥∥∥∥ , . . . ,
∥∥α2

ri

∥∥
k×δ =

∥∥∥∥∥∥∥
αm2
ii1

. . . αm2
i1δ

. . . . . . . . .
αm2
ik1

. . . αm2
ikδ

∥∥∥∥∥∥∥
bf Определение 30.10. ε̃-Сечением выборки S̃δ , согласованным с Ω′(Ω′ε̃

-сечением), будем называть пару матриц

FΩ′
1 (I, ε̃, S̃δ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
z(i1, 1) . . . z(i1,m1)

. . . . . . . . .

z(ik, 1) . . . z(ik,m1)

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

FΩ′
2 (I, ε̃, S̃δ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
l(i1, 1) . . . l(i1,m2)

. . . . . . . . .

l(ik, 1) . . . l(ik,m2)

∥∥∥∥∥∥∥∥
и обозначить его < FΩ′

1 (ε̃), < FΩ′
2 (ε̃) >.

Тогда операторы R1 = R1(ε̃1, x̃1), R2 = R2(ε̃2, x̃2) ∈ {R̃} с опорным
множеством Ω′ будем называть 1-эквивалентными, если x̃1 = x̃2 и Ω′ε̃1-
и Ω′ε̃2 - сечения совпадают:

< FΩ′
1 (ε̃1), F

Ω′
2 (ε̃1) >=< FΩ′

1 (ε̃2), < FΩ′
2 (ε̃2) >

Класс операторов R ∈ {R̃} , 1-эквивалентных по Ω′ , обозначим G1(R,Ω
′)
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Таким образом, множество операторов {R̃} распадается на классы
эквивалентности: пусть

{R̃1} =
⋃
(ε̃,x̃)

G1(R,Ω), {R̃2} =
⋃
ε̃,x̃

[⋃
Ω′
G1(R,Ω)

]
,

тогда {R̃} = {R̃1} ∪ {R̃2} . Рассмотрим, соответственно, χ[G1(R,Ω)] и
χ[G1(R,Ω

′)] - число классов эквивалентности множеств {R̃1} и {R̃2}.
Имеет место

Теорема 30.3 Верны неравенства

χ[G1(R,Ω)] ≤ 3(mδ + 1)n + 1 (30.14)

χ[G1(R,Ω
′)] ≤

n∑
k=1

ckn[3(mδ + 1) + 1] (30.15)

bf Доказательство. Рассмотрим строки r-е строки (30.11) при k = 1, 2,
. . . ,m1, p = 1, 2, . . . ,m2, r = 1, 2,. . . , n. Обозначим из них последователь-
ность всех элементов таких строк. Обозначим tm1+p

ri = αp
ri и образуем для

последовательности

t(r, 1), . . . , t(r,m1), α(r, 1), . . . , α(r,m2) (30.16)

следующую постановку:(
t1r1 . . . t1rδ . . . tm1

r1 . . . tm1
rδ . . . tmr1 . . . tmrδ

ϕ(t1r1) . . .ϕ(t1rδ) . . .ϕ(t
m1
r1 ) . . .ϕ(t

m1
rδ ) . . .ϕ(t

m
r1) . . .ϕ(tmrδ)

)
(30.17)

где ϕ - инъективное отображение последовательности (30.16), определя-
емое следующим образом. Обозначим ϕ(tkri) = t

ϕ̄(k,i)
rϕ(k,i) , и пусть

(l, j) = (ϕ̄(k, i), ϕ(k, i)),

(l, j) =

{
ϕ̄(k, i+ 1), ϕ(k, i+ 1), i = 1, 2, . . . , δ − 1, k = 1, 2, . . . ,m,
ϕ̄(k + 1), 1), ϕ(k + 1, 1), i = δ, k = 1, 2, . . . ,m− 1.

Тогда

ρ0 = ρ(r, ϕ̄(1, 1), ϕ(1, 1)) = min
i=1,2,...,m
j=1,2,...,δ

ρ(r, i, j), (30.18)
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ρ(r, l′, j′)− ρ(r, l, j) = min
l′′∈(1,2,...,m)\(l)
j′′∈(1,2,...,δ)\(j)

{ρ | ρ(r, l′′, j′′)− ρ(r, l, j) ≥ 0}. (30.19)

Определим предикат:

Pr(ε, l, j, l
′, j′) = (ε ∈ [ρ(r, l, j), ρ(r, l′′, j′′)]).

Тогда, по (30.17), (30.18), (30.12), для всякой пары ε′, ε′′ > 0, на ко-
торых значения истинности предиката P при любых фиксированных
l, j, l′, j′ совпадают, выполняются равенства

f ε′
t(r,k)(x) = f ε′′

t(r,k)(x), g
ε′
α(r,p)(x) = gε

′′
α(r,p)(x)

для любого натурального x. Следовательно, по (30.13), ε′, ε′′ - сечения
выборки S̃ε совпадают. Рассмотрим

ρ1 = min
i=1,2,...,m
j=1,2,...,δ

ρ(r, i, j)

и предикат
Pr(ε) =

∨
l,j,l′,j′Pr(ε, l, j, l

′, j′),

тогда Pr(ε) = (ε ∈ [ρ0, ρ1]). Множество элементов Mr = {ρ(r, i, j) | i ∈
1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , δ} расположим в порядке возрастания. Тогда эле-
менты такой возрастающей последовательности образуют разбиение от-
резка [ρ0, ρ1] причем каждый отрезок разбиения совпадает с некоторым
отрезком вида [ρ(r, l, j), ρ(r, l′, j′)]. Поскольку число ненулевых векторов
x̃ равно трем и | Mr |= mδ, | {Ω} |= n , то исходя из определений 30.8 и
30.9 получаем оценку (30.14).

Так как число различных одноэлементных опорных множеств мощ-
ности k равно Ck

h , то, используя доказательство (30.14) и определение
30.10, получаем (30.15).

Следствие. Общее число χ классов эквивалентности по системам
опорных множеств {Ω} и {Ω′} ограничено сверху:

χ ≤ 2n[3(mδ + 1)n + 1]. 30.20

Действительно, из (30.16), (30.17) следует, что

χ = χ[G1(R,Ω)] + χ[G1(R,Ω
′)] ≤ 3(mδ + 1)n + 1+ (2n − 1)[3(mδ + 1)n + 1]

= 2n[3(mδ + 1)n + 1]
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30.5 Основная теорема
Введем обозначение G1(R) для класса 1-эквивалентности с произвольной
системой опорных множеств {Ω} или {Ω′}.

Поставим в соответствие каждому объекту St рабочей выборки S̃δ и
каждому классу G1(R) булев вектор

Gt[G1(R)] = (G1
t , . . . ,Gm

t ) (30.20)

следующим образом. Пусть R ∈ G1(R) и R = R(ε̃).
Случай 1. G1(R) = G1(R,Ω) Тогда Gi

t = (Gt
i1, . . . ,Gt

in), i = 1, 2 . . . ,m,
Gt
ir = B(St, S

t, ε̃, r), i = 1, 2, . . . ,m1, Gt
ir = B̄(St, S

t, ε̃, r), i = m1 + 1, . . . ,m,
r = 1, 2, . . . , n.

Случай 2. G1(R) = G1(R,Ω
′),Ω′ = {i1, . . . , ik}. Тогда при r ∈ Ω′

Gt
ir = B(St, S

t, ε̃, r), i = 1, 2, . . . ,m1,

Gt
ir = B̄(St, S

t, ε̃, r), i = m1 + 1, . . . ,m,⎧⎨
⎩
G1
t =

∏
r∈Ω′

Gt
ir, i = 1, 2, . . . ,m1,

sign(
∑
r∈Ω′

Gt
ir), i = m1 + 1, . . . ,m.

Определение (30.10) дано полностью. Заметим, что Gi
t ∈ {0, 1} в слу-

чае 2, в то время как Gi
t есть n- мерный булев вектор в случае 1.

Из определения (30.10) следует, что число различных векторов не
превосходит 2mm в случае 1 и 2m в случае 2.

Определение 30.11. Векторы G1[G1(R,Ω)] и G1[G1(R,Ω
′)] будем на-

зывать характеристическими для объекта St относительно классов эк-
вивалентности G1(R,Ω) и G1(R,Ω

′).

Лемма 30.2 Для всех объектов St1 и St2 выборки S̃δ с одинаковыми ха-
рактеристическими векторами (Gt1 [G1(R,Ω)] = Gt2 [G1(R,Ω)]) для лю-
бого оператора R0 = G1(R) оценки, доставляемые оператором R0 сов-
падают: ΓR0

t1j
= ΓR0

t2j

Доказательство. Для случая 1 при R0 = R0(ε̃) поскольку
(Gt1 [G1(R,Ω)] = Gt2 [G1(R,Ω)]), векторы

< Bα(Sj, S
t1 , ε̃, 1), . . . , Bα(Sj, S

t1 , ε̃, n) >
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< Bα(Sj, S
t2 , ε̃, 1), . . . , Bα(Sj, S

t2 , ε̃, n) >

по определению (30.11) равны при j = 1, 2, . . . ,m, α = 0, 1. Следователь-
но,

Γ1
t1j

=

m1∑
j=1

n∑
r=1

prγjB(St, S
t1 , ε̃, r) =

m1∑
j=1

n∑
r=1

prγjB(St, S
t1 , ε̃, r) = Γ1

t2j

Γ0
t1j

=
m∑

j=m1+1

n∑
r=1

prγjB̄(St, S
t1 , ε̃, r) =

m∑
j=m1+1

n∑
r=1

prγjB̄(St, S
t1 , ε̃, r) = Γ0

t2j
.

Для случая 2, по определению (30.11) Gi
t1

= Gi
t2
, i = 1, 2, . . . ,m, то

есть ∏
r∈Ω′

Gt1
jr =

∏
r∈Ω′

Gt2
jr, j = 1, 2, . . . ,m1,

sign(
m∑

j=m1+1

Gt1
ir) = sign(

m∑
j=m1+1

Gt2
ir);

тогда

Γ1
tj =

m1∑
j=1

p(Ω′)
∏
r∈Ω′

B(Sj, S
t1 , ε̃, r) =

m1∑
j=1

p(Ω′)
∏
r∈Ω′

Gt1
jr =

=

m1∑
j=1

p(Ω′)
∏
r∈Ω′

Gt2
jr =

m1∑
j=1

p(Ω′)
∏
r∈Ω′

B(Sj, S
t2 , ε̃, r).

Аналогично

Γ0
t1j

=
m∑

j=m1+1

p(Ω′)sign(
∑
r∈Ω′

Gt1
jr) =

m∑
j=m1+1

p(Ω′)sign(
∑
r∈Ω′

Gt2
jr) = Γ0

t2j

Лемма доказана.
Перейдем к доказательству основной теоремы, гарантирующей ко-

нечную емкость класса алгоритмов Ũ(A,L).

Теорема 30.4 Для всякого L ∈ N существует такое δ , что любая
выборка S̃δ имеет классификацию (S̃1, S̃2) не реализуемую никаким опе-
ратором R ∈ Ũ(R,L).
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bf Доказательство. Предположим противное: пусть существует такое L,
что для любого δ всякая классификация (S̃1, S̃2) выборки S̃δ реализуется
некоторым оператором R ∈ Ũ(R,L) . В силу определения класса Ũ(R,L)
всякий оператор из этого класса представляет собой операторный мно-
гочлен вида

R = C̃1

(
l1∑
i=1

ciRi

)k

+ C̃2

(
l1+l2∑
i=l1+1

ciRi

)k

+ . . .+

+C̃g

⎛
⎝ l1+...+lg∑

i=l1+...+lg−1+1

ciRi

⎞
⎠

k

. (30.21)

Введем следующее отношение эквивалентности (L-эквивалентности) на
множестве всех операторов из Ũ(R,L). Пусть дан также оператор

R′ =
t∑

j=1

Cj

⎛
⎝ l′1+...+l′g∑

i=l′1+...+l′g−1+1

c′iR
′
i

⎞
⎠

k

из класса Ũ(R,L). Будем говорить, что операторы R и R′ являются L-
эквивалентными (RL

∼R
′) , если Ri

1
∼R

′
i) для всякого i = 1, 2, . . . , L. В

результате класс Ũ(R,L) разбивается на классы эквивалентности, кото-
рые обозначим GL(R)

Из данного определения следует, что каждый класс порождается опе-
ратором

R0 =
L∑
i=1

Ri (30.22)

В силу (30.20), число классов L-эквивалентности не превосходит

{2n[3(mδ + 1)n + 1]}L < 2L(n+2)(mδ + 1)Ln (30.23)

Рассмотрим произвольный класс GL(R) порождаемый (30.22) , где
каждый оператор Ri = G1(Ri). При этом для всякого t = 1, 2, . . . , δ объ-
екту St соответствует булев вектор Gt[GL(R)] =< Gt[G1(RL)] >, который
назовем обобщенным характеристическим вектором объекта относитель-
но класса GL(R). Легко видеть, что число различных обобщенных век-
торов для класса GL(R) не превосходит

2mnL. (30.24)
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Заметим, что если Gt1 [G1(R)] = Gt2 [GL(R)] для некоторых t1 	= t2,
то Gt1 [G1(Ri)] = Gt1 [G1(Ri)] для всякого i = 1, 2, . . . , L и, следовательно,
оценки, доставляемые операторами Ri по классу Kj для объектов St1 и
St2 , совпадают, т.е. ΓRi

t1j
	= ΓRi

t2j
=. Поэтому оценки, доставляемые всяким

оператором R вида (30.21), для данных объектов равняются, соответ-
ственно,

ΓR
t1j

=

g∑
j=1

C̃j

⎛
⎝ l1+...+lj∑

i=l1+...+lj−1+1

cjΓ
Ri
t1j

⎞
⎠ , (30.25)

ΓR
t2j

=

g∑
j=1

C̃j

⎛
⎝ l1+...+lj∑

i=l1+...+lj−1+1

cjΓ
Ri
t2j

⎞
⎠ ,ΓR

t1j
= ΓR

t2j

Рассмотрим последовательность обобщенных характеристических век-
торов для объектов выборки S̃δ. Тогда, по условию (30.24), в этой после-
довательности найдется не менее [δ/2mnL] совпадающих векторов, т.е.
существуют натуральные τ1, . . . , τCR ∈ [1, δ] такие, что cR ≥ [δ/2mnL] и
Gt1 [GL(R)] =GtCR

[GL(R)]. Введем следующее множество классификаций
выборки S̃δ :

M[R]L = {S̃1, S̃2) | ∃r∃p(r, p = 1, 2, . . . , cR)× [(Sτr ∈ S̃1)&(Sτp ∈ S̃2)]}.
Подсчитаем число элементов данного множества:

M[R]L = (2CR − 2)2δ−CR = 2δ − 2δ−CR+1.

Указанное равенство следует из того, что число всех подмножеств
множества M1 = {Sτ1 , . . . , SτCR}, отличных от пустого и от всего мно-
жества M[R]L равно 2CR − 2, а число подмножеств множества S̃δ \M1

равно 2δ−CR

В силу предположения, сделанного в начале доказательства, следует,
что каждая из 2δ-классификаций выборки реализуется некоторым опе-
ратором из подходящего класса L-эквивалентности. Тогда, по (30.23),
следует, что существует не менее [2δ/2L(n+2)(mδ + 1)Ln] классификаций,
реализуемых посредством операторов R ∈ Ũ(R,L) принадлежащих од-
ному и тому же классу GL(R0).

Пусть Ω - множество всех таких классификаций. Докажем, что Ω ∩
M[R0]L 	= Ø. Действительно, число классификаций выборки S̃δ, не при-
надлежащих множеству A , не превосходит

2δ{1− [1/2L(n+2(mδ + 1)Ln]}.
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С другой стороны

| M[R0]L |= 2δ[1− 1/2CR0
−1] > 2δ{1− [1/2L(n+2)(mδ + 1)Ln]}.

Данное неравенство выполняется для достаточно больших δ , точнее:

2CR0
−1 ≥ 2[δ/2

mnL]−1 > 2L(n+2)(mδ + 1)Ln.

Последнее верно, если [δ/2mnL]− 1 > L(n+ 2) + Ln · log2(mδ + 1), или

δ > 2mnL[Ln · log2(mδ + 1) + L(n+ 2) + 1]. (30.26)

Но отсюда следует, что существует классификация (S̃1, S̃2 ∈ M[R0]L
принадлежащая Ω. По определению M[R0]L существуют хотя бы два
объекта Sτr ∈ S̃1 и Sτp ∈ S̃2, для которых Gtr [GL(R0)] =Gtp [GL(R0)],
но по (30.25) оценки Γτrj и Γτpj доставляемые всяким оператором из
класса GR(R0) , совпадают, т.е. Γτrj = Γτpj Но это невозможно, так как
S̃1 ∩ S̃2 = Ø. Теорема доказана.

Замечание. Рассмотрим множество операторных многочленов
Ũ ′(R,L) имеющих вид (30.21) , где для всех i = 1, 2, . . . , L оператор Ri

имеет систему опорных множеств {Ω} = {i} . Тогда в формулировке
теоремы 30.4 вместо класса Ũ(R,L) можно рассматривать класс Ũ ′(R,L)
и оценка (27.26) меняется следующим образом:

δ > 2mnL[Ln · log2(mδ + 1) + 2L+ 1] (30.27)

Действительно по (30.14) число классов L-эквивалентности не превосхо-
дит [3(mδ+1)n+1]L < 22L(mδ+1)Ln. В то же время оценка (30.24) оста-
ется неизменной. Тогда, разрешая неравенство 2δ/2mnL−1 > 22L(mδ+1)Ln

относительно δ, получаем (30.27).
Пусть F(S, α) - класс событий (30.7) соответствующий классу алго-

ритмов Ũ(A,L) ; тогда из теоремы 30.4 вытекает оценка емкостиΔA(S, α)
класса Ũ(A,L).

Следствие . Верно неравенство

ΔA(S, α) ≤ min{δ | δ > 2mnL[Ln · log2(mδ + 1) + 2L+ 1]} (30.28)

Получим теперь оценку сверху для ΔA(S, α) в более удобной форме.

Теорема 30.5 Емкость класса алгоритмов Ũ(A,L) ограничена сверху.

ΔA = (S, α) ≤ 4mnL+2.
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bf Доказательство. Пусть задана рабочая выборка ;S̃δ такая, что δ =
4mnL+2. В частности, mδ + 1 < δ2, а также 2L + 1 ≤ 2mnL + 1,Ln +
1 ≤ 2mnL ; тогда Ln[log2(mδ + 1]2L + 1 < mnL(2 log2 δ + 1) + 2mnL +
1 ≤ 4(mnL)2 + 11mnL + 1 ≤ 2mnL+4. Последнее неравенство для всех
m,n и L = 1, 2, . . . . Используя также оценку (30.27) и равенство (30.28)
4mnL+2 = 2mnL+4 ·2mnL , получаем (30.27). Применим полученный резуль-
тат для оценки длины выборки {S1, . . . , Sm}, достаточной для обучения в
задаче распознавания. Следуя [14], будем считать, что длины рабочей и
обучающей выборок совпадают, т.е.S̃δ = (S1, . . . , Sδ) и S̃δ = (S1, . . . , Sδ).

Пусть также S̃δ и S̃δ получены в серии независимых испытаний и
задан класс алгоритмов {A(S, )}, имеющий емкость ΔA(S, α).

Теорема 30.6 (см.[14]). Для того чтобы с вероятностью, большей 1−
η , частота ошибок распознающего алгоритма A ∈ {A(S, α)} на обучаю-
щей и рабочей выборках различалась менее чем на ε достаточно, чтобы
длина выборок удовлетворяла условию

δ =
2ΔA(S, α

ε2

[
1− ln(η/5)− (ε2/2)

ΔA(S, α
− ln

ε2

2

]
.

Из теорем 30.5 и 30.6 вытекает

Теорема 30.7 Для всякого 0 < η < 1 и ε > 0 для того, чтобы с веро-
ятностью, большей 1 − η частота ошибок распознающего алгоритма
A ∈ Ũ(A,L) на обучающей и рабочей выборках различалась менее чем
на ε, достаточно, чтобы длина обучающей выборки S̃Q удовлетворяла
условию

Q ≥ 22mnL+3

ε2

[
1−

(
ln
η

2
− ε2

2

)
2−(2mnL+3 − ln

ε2

2

]
.
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Глава 31

О неполноте модели алгоритмов
вычисления оценок

Доказано, что линейное замыкание L(A) алгоритмов вычисления оце-
нок некорректно над множеством регулярных задач и, следовательно,
модель таких алгоритмов неполна. Однако для класса эффективно от-
делимых задач {Z} относительно заданной системы опорных множеств
{Ω} класс алгоритмов L(A) является корректным. Строится контрпри-
мер, показывающий, что условие эффективной отделимости задач не яв-
ляется необходимым для корректности L(A) .

Настоящая работа посвящена исследованию корректности линейного
замыкания L(A) алгоритмов вычисления оценок, а следовательно, во-
просу о полноте такого класса алгоритмов. Алгоритмы вычисления оце-
нок задаются в форме, принятой в [14], с тем добавлением, что в клас-
се системы опорных множеств таких алгоритмов рассматривается более
широкая совокупность подмножеств множества {1, 2, . . . , n} (n - число
признаков).

В [14] была доказана корректность алгебраического замыкания алго-
ритмов вычисления оценок. С другой стороны, в [14] исследовалась кор-
ректность линейного замыкания таких алгоритмов, причем было доказа-
но, что при некотором расширении данного класса алгоритмов (элемен-
тарного (γ, β)-расширения) его корректность достигается. Однако вопрос
о корректности самого класса алгоритмов оставался открытым. В нашей
работе на него дается отрицательный ответ. Формулируются достаточ-
ные условия для множества регулярных [14] задач {Z} , при которых
L(A) оказывается корректным для {Z} . Поскольку емкость корректного
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подкласса L(A) оказывается ограниченной, то задача поиска алгоритма,
безошибочно распознающего данную выборку, решается положительно
на основании [14].

31.1 Предварительные определения
В основном сохранена терминология работ [14], [14]. Напомним некото-
рые определения и обозначения. Начальную информацию будем запи-
сывать в виде I0 = {(S1, . . . , Sm); (α(S1), . . . , α(Sm))} , где (S1, . . . , Sm)
- произвольная выборка допустимых объектов, называемая обучающей,
(α(S1), . . . , α(Sm)) - последовательность информационных векторов о при-
надлежности объектов выборки к классам Kj, где объединение всех та-
ких классов представляет собой все множество допустимых объектов

l⋃
i=1

Kj =M = {a1, . . . , an}

Пусть дана выборка допустимых объектов S̃q = (S1, . . . , Sq) ,подле-
жащих распознаванию. Назовем ее рабочей; R+ - множество всех поло-
жительных действительных чисел. Под алгоритмом вычисления оценок
будем понимать A = R ◦ r(C), где R - распознающий оператор, задава-
емый набором своих параметров R = R(ρ, γ, ε, x), p ∈ Rn

+, γ ∈ Rm
+ , ε ∈

(R+

⋃{0}⋃{−1})n, x ∈ {0, 1}2;R(I0, S̃q) =‖ Γij ‖q×l= ‖Γi(S
i)‖q×l , где

Γij = Γi(S
i) - оценка Si по классу Kj, r(C) - фиксированное решающее

правило, определяемое набором констант C1(j), C2(j), j = 1, 2, . . . , l:

C2(j) ≥ C1(j) > 0, r(C)(‖Γij‖q×l) = ‖βij‖q×l, βij ∈ {0, 1,Δ}

Здесь

βij =

⎧⎨
⎩

0, еслиΓij < C1(j),
1, еслиΓij > C1(j),
Δ, еслиC1(j) ≤ Γij ≤ C1(j).

Множество всех операторов вычисления оценок обозначим через {R}.
Опорные множества алгоритма А (оператора R). Каждому алгоритму

A (оператору R) сопоставляется совокупность опорных множеств {ΩA},
где ΩA ⊂ {1, 2, . . . , n} . Будем рассматривать следующие системы ΩA

1)совокупность {ΩA} = {(i) | i = 1, 2, . . . , n};
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2)совокупность {ΩA} опорных множеств состоит из одного опорного
множества ΩA;

3)совокупность {ΩA} состоит из всех подмножеств множества
{1, 2, . . . , n} мощности k, где 1 ≤ k ≤ n;

4)совокупность {ΩA} состоит из подмножеств множества {1, 2, . . . , n}
произвольной природы.

В [14] исследовались алгоритмы с системами опорных множеств 1),
2), а в [14] - с системой 3).

Обозначим класс алгоритмов (операторов), имеющих в качестве си-
стемы опорных множеств {ΩA} совокупность {i} через {Ai} (или {Ri}),i =
1, . . . , 4, и пусть {A12} = {A1} ∪ {A2}, {A123} = {A3} ∪ {A12}, {A2(1)} =
{A | A ∈ {A2}&A = A(ρ, γ, ε, x) где ρ = (1, . . . , 1)} . Соответствующие
обозначения будем использовать для классов операторов. В дальнейшем
согласно [14], класс алгоритмов {A} , заданный параметрически, будем
называть также моделью.

Под задачей Z(I0, S̃
q) будем понимать построение алгоритма A из

заданного множества алгоритмов {A} вычисляющего информационную
матрицу ‖aij‖q×l, где αij = Pj{Si) и Pj(S) - предикат принадлежности
объекта S классу Kj. В дальнейшем будем рассматривать множество
всех регулярных задач z, определенных в [14].

Определение 31.1. Алгоритм A называется корректным для задачи
Z = Z{I0, S̃q) , если A{I0, S̃q) = ‖aij‖q×l, ‖aij‖q×l - истинная информаци-
онная матрица выборки S̃q.

Определение 31.2. Класс алгоритмов {A} называется корректным
для множества задач {Z}, если для любой задачи Z ∈ {Z} существует
алгоритм A ∈ {A},корректный для Z.

Пусть {Ω} - некоторая система подмножеств множества {1, 2, . . . , n}.
Обозначим через A2{Ω} класс алгоритмов, состоящий из всех алгорит-
мов класса {A2}, имеющих в качестве опорных множеств множества из
{Ω}.

Определение 31.3. Приведенной системой для {Ω} назовем наи-
большее подмножество {Ω′} ⊂ {Ω} такое, что для всякого Ω1 ∈ {Ω′} не
существует Ω2 ∈ {Ω′},Ω2 ⊂ Ω1. Приведенную систему для {Ω} будем
обозначать {πΩ}.

Пусть {Ω} - система опорных множеств для класса алгоритмов {A4}.
Тогда верна

Лемма 31.1 Справедливы соотношения:
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L{A4} ⊂ L{A2(1)} (31.2)

L{A4} ⊃ L{A2(πΩ)} (31.3)

L{A3} ⊃ L{A2} (31.4)

L{A123} ⊂ L{A2(1)} (31.5)

Доказательство. Пусть задан оператор R(ρ, γ, ε, x) ∈ {R4} вместе с
некоторой системой опорных множеств {Ω}, которую занумеруем в про-
извольном порядке

{Ω} = {Ω1, . . . ,Ωr},Ωi = {l1, . . . , lk(i)}, i = 1, 2, . . . , r, ε = (ε1, . . . , εn).

И пусть ω1, . . . , ωr - последовательность булевых векторов, соответству-
ющая (см. [1]){Ωi} . Согласно [14], оценка принадлежности к классу Kj

допустимого объекта задается в виде Γj(S
0) = Γj1(S

0) + Γj0(S
0) ,где

Γi1(S
0) =

∑
Si∈K̄j

γi
∑
(ωv)

p(ωv)B(ωvS
0, ωvSi, ε) =

∑
Si∈K̄j

γi[p(ω1)B(ω1S
0, ω1Si, ε)] + . . .+

∑
Si∈K̄j

γi[p(ωr)B(ωrS
0, ωrSi, ε)],

Γi0(S
0) =

∑
S′i∈CK̄j

γi′ [p(ω1)B̄(ω1S
0, ω1Si′ , ε)] + . . .

. . .+
∑

S′i∈CK̄j

γi′ [p(ωr)B̄(ωrS
0, ωrSi′ , ε)]

Определим операторы R1
i = R1

i (p, γ
i1, εi1, xi1) ∈ {R2(1)}, t = 1, 2, . . . r

следующим образом:

ΩRi
= Ωi, ε

i1 = (εi11 , . . . , ε
i1
n ), ε

i1
l1 = εi1l1 , . . . , ε

i1
lk(i)

= εlk(i) ,

v 	∈ {l1, . . . , lk(i)}, xi1 = (1, 0), γ1i = γ, εiv > max
Sp∈K̄j

ρ(v, p, 0).

Операторы R0
i = R0

i (p, γ
i0, εi0xi0) ∈ {R2(1)}. Опорные множества - как у

R1
i при γi0 = γ:

εi0 = (εi01 , . . . , ε
i0
1 ), ε

i0
l1 = εl1 , . . . , εlk(i) = εlk(i) ,

εv > max
Sp′∈K̄j

ρ(v, p′, 0), xi0 = (0, 1).
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Тогда, в силу построения операторов R1
i и R0

i ,

R =
∑
I=1

p (ωt)

n
(R1

t +R0
t )

а следовательно, L{A4} L{A2(1)}, откуда R = L{A2(1)}.
Докажем включение (31.3). Пусть задан оператор R = R(p, γ, ε, x) ∈

{R2} вместе с опорным множеством Ω′ = {i1, . . . , ik}. Оценка оператора
R для каждого допустимого объекта S0 задается в виде

Γj(S
0) = x1

∑
Si∈K̄j

γip(ω)B(ωS0, ωSi, ε) + x0
∑

Si′∈K̄j

γi′p(ω)B̄(ωS0, ωSi, ε)

где x = (x1, x2), ω ↔ Ω′.
Определим операторы Ri(p

i, γi, εi, xi), i = 1, 2, в классе {A4} :

pi = p, γi = γ, εi = (εi1, . . . , ε
i
n), ε

i
ij
= εij , j = 1, 2, . . . , k

ε1v = −1, ε2v ≥ max
Si′∈CK̄j

ρ(v, i′, 0) v 	∈ Ω, x1 = (1, 0), x0 = (0, 1)

Пусть ω, ω1, . . . , ωi - последовательность булевых векторов, соответ-
ствующая всем множествам системы опорных множеств {Ω} класса {A4}
.Тогда оценка объекта S0 , доставляемая оператором R1 имеет вид

Γ1
j(S

0) =
∑
Si∈K̄j

γi

[
p(ω)B

(
ωS0, ωSi, ε

1
)
+

t∑
r=1

p(ω)rB
(
ωrS0, ωrSi, ε

1
)]
.

В силу определения приведенной системы {πΩ} , для каждого r =
1, 2, . . . , t существует индекс ξ 	∈ Ω′ , для которого ωξ = 0, ωr

ξ = 1 , где ω =
(ω1, . . . , ωn) и ωr = (ωr

1, . . . , ω
r
n) , но тогда, по построению оператора R1,

имеем B(ωrS0, ωrSi, ε
1) = 0. Аналогично, для r = 1, 2, . . . , t существует

индекс ξ 	∈ Ω′, для которого ωξ = 0, ωr
ξ = 1, и так как, по построению

оператора R2, ε
2
ξ ≥ ρ(ξ, i′, 0), то B (ωrS0, ωrS ′t, ε

2) = 1. А значит,Γj(S
0) =

Γ1
j(S

0) + Γ2
j(S

0) , следовательно, L{A4} ⊃ L{A2{πΩ}},
Если теперь в качестве {A4} рассмотреть класс {A3} , то для его

системы опорных множеств {Ω} = {πΩ} и поэтому {A2} = {A2{πΩ}} ,
отсюда, по (31.3), L{A3} ⊃ L{A2}, но, по (31.2), имеем L{A3} = L{A2},
а соотношение (31.5) вытекает из (31.2) и (31.4) . Лемма доказана.

Пусть задано множество допустимых начальных информаций {I0}.
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Определение 31.4. МодельM называется полной, если для любых
I0 = {I0}, q = 1, 2, . . . , и выборки S̃q = (S1, . . . , Sq) множество матриц{
R(I0, S̃

q) | A = R ◦ r(C) ∈M
}

содержит базис в пространстве число-
вых матриц размерности q × l.

Поскольку здесь рассматривается фиксированное корректное реша-
ющее пра-вило, то из данного определения и теоремы, доказанной в [14],
вытекает, что полнота модели M влечет корректность ее линейного за-
мыкания L(M).

Напомним некоторые определения, данные в [14].
Определение 31.5. Классификацией выборки S̃q назовем всякое ее

представление в виде объединения двух непересекающихся множеств S̃1

и S̃2, т. е. S̃1 = {St1 , . . . , Stk}, S̃2 = {Stk+1 , . . . , Stq}, S̃1∪S̃2 = S̃q, S̃1∩S̃2 	= 0.
Классификацию выборки S̃q будем обозначать (S̃1, S̃2).
Определение 31.6. Оператор R (алгоритм A = R ◦ r(C)) реализует

классификацию выборки (S̃1, S̃2) по классу Kj, если для всяких объектов
Si ∈ S̃1 и Si′ ∈ S̃2 оценки оператора R удовлетворяют неравенствам
Γij > C2(j),Γi′j > C1(j) , где C1(j) и C2(j) определены в (31.1).

Определение 31.7. Алгоритм А назовем корректным по классу Kj

или просто j-корректным для задачи Z = Z(I0, S̃
q), если j-й столбец

матрицы A(I0, S̃
q) совпадает с j-м столбцом истинной информационной

матрицы задачи Z.
Определение 31.8. Класс алгоритмов {Ã} назовем j-корректным

над множеством задач {Z̃} , если для всякой задачи Z ∈ {Z̃} и для
всякого j = 1, 2, . . . , l существует алгоритм A(j) ∈ {Ã}, j-корректный
для Z.

В дальнейшем будем использовать понятие изоморфизма допустимых
объектов, данное в [14].

31.2 Основная теорема
Теорема 31.1 Модель алгоритмов вычисления оценок неполна.

Доказательство. Построим задачу, для которой найдется классифика-
ция соответствующей выборки, не реализуемая никаким оператором из
L(R). Рассмотрим в качестве множества допустимых объектов E3 трех-
мерное евклидово пространство со стандартной метрикой расстояния ρ.
Пусть задано некоторое разбиение E3 на два класса: E3 = K1 ∪ K2,
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причем K̃1 = {S1, . . . , Sm1} и K̃2 = {Sm1 , . . . , Sm}, где объекты Si и
Si, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, 3, 4 удовлетворяют условиям: Sj 	∈ K̃1 ∪ K̃2,

Si = (xi, yi, zi), t = 1, 2, . . . ,m, x1 = . . . = xm1 	= xm1+1 = . . . = xm, (31.6)

y1 = . . . = ym1 	= ym1+1 = . . . = ym, zi = b(i− 1),

где b > 0 - некоторая постоянная,
ρ(S1, Si) = ρ(S2, Si) = ri1 > 0, (31.7)
ρ(S3, Si) = ρ(S4, Si) = ri2 > 0, i = 1, 2, . . . ,m1,
ρ(S1, Sv) = ρ(S3, Sv) = rv1 > 0,
ρ(S2, Sv) = ρ(S4, Sv) = rv2 > 0, v = m1 + 1, . . . ,m,

r11 < r12 < r21 < r22 < . . . < rm1
1 < rm1

2 ≤ rm1+1
2 < rm1+1

1 < rm2 < rm1 .

Легко увидеть из условий (31.7), что объекты выборки S̃q попарно
неизоморфны относительно I0 и, следовательно, задача Z = Z(I0, S̃

4)
регулярна. Рассмотрим классы операторов вычисления оценок в однопа-
раметрическом множестве E3, для которых x = (1, 0) и x = (0, 1). Обо-
значим их, соответственно, {R̃10} и {R̃01}. Тогда класс {R̃10} распадается
на 2m+1 классов 1-эквивалентности (см. [14]) K1

t [R], t = 1, 2, . . . , 2m1+1,
определяемых, соответственно, значениями параметра

ε = 0, r11, r
1
2, . . . , r

m1
1 , rm1

2 .

Аналогично,

{R̃01} =
2(m−m1)+1⋃

t=1

K0
t [R],

где классы эквивалентности K0
t [R] определяются, соответственно, пара-

метрами ε = 0,rm1+1
2 , rm1+1

1 . . . , rm2 , r
m
1 .

В силу условий (31.6), (31.7), для всякого оператора R = R(p, γ, ε, x) ∈
{R̃10} его оценки для объектов выборки S̃4 имеют вид

Γ1(S
1) = Γ1(S

2) = p(γ1 + . . .+ γt), (31.8)

Γ1(S
3) = Γ1(S

4) = p(γ1 + . . .+ αγt),

где γ = (γ1, . . . , γm), t - номер класса 1-эквивалентности, для которого
R ∈ K1

t [R], t = 2, 3, . . . , 2m1 + 1;α = 1, если ε 	∈ [rt1, r
t
2), и α = 0 в
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противном случае; если же ε < r11, т.е. R ∈ K1
1 [R], то Γ1(S

i) ≡ 0, i =
1, 2, 3, 4. Аналогично, рассмотрим для всякого оператора R′ ∈ {R̃01} его
оценки для S̃4:

Γ′1(S
1) = Γ′1(S

3) = p(γm1+q + . . .+ γm), (31.9)

Γ′1(S
2) = Γ′1(S

4) = p(βγm1+q + . . .+ γm),

q - номер такой, что R′ ∈ K0
q [R]; β = 1 , если ε 	= [rq+m1

2 , rq+m1

1 ), и β = 0 в
противном случае; если же ε ≥ rm1 , то Γ′1(S

i) ≡ 0.
Таким образом, для всякого оператора R̂ ∈ {R}из (31,8), (31.9)полу-

чаем следующие оценки для S̃4:

Γ̂1(S
1) = p

[
a

t∑
i=1

γi + b

m−m1∑
j=q

γmi+j

]
, (31.10)

Γ̂1(S
2) = p

[
a

t∑
i=1

γi + b

(
βγm1+q +

m−m1∑
j=2

γmi+j

)]
,

Γ̂1(S
3) = p

[
a

(
t−1∑
i=1

γi + αγt

)
+ b

m−m1∑
j=1

γm1+j

]
,

Γ̂1(S
4) = p

[
a

(
t−1∑
i=1

γi + αγt

)
+ b

(
βγm1+q +

m−m1∑
j=2

γm1+j

)]
,

Полагая

a
t−1∑
i=1

γi = K1, b

m−m1∑
j=1

γm1+j = K2,

a

(
t−1∑
i=1

γi + αγt

)
= K3, b

(
βγm1+q +

m−m1∑
j=2

γm1+j

)
= K4,

из (31.10) имеем

Γ1(S
1) = K1 +K2, Γ1(S

2) = K1 +K4, (31.11)

Γ1(S
3) = K2 +K3, Γ1(S

4) = K2 +K4,
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Покажем, что классификация 〈(S1, S4); (S2, S3)〉 не реализуется ни-
каким оператором R ∈ L(R). Пусть для данного решающего правила
r(C) , определяемого константами C1, C2, C1 ≤ C2 , существует оператор
R ∈ L(R) , реализующий эту классификацию. Тогда

R =
v∑

i=1

ciRi, гдеRi ∈ {R}, ci = const

Используя (31.11), оценки оператора можно представить в виде

Γ1(S
1) =

v∑
i=1

ci(k
i
1 + ki2), Γ1(S

2) =
v∑

i=1

ci(k
i
1 + ki4), (31.12)

Γ1(S
3) =

v∑
i=1

ci(k
i
2 + ki3), Γ1(S

4) =
v∑

i=1

ci(k
i
2 + ki4),

и, следовательно, по определению алгоритма вычисления оценок,

Γ1(S
1) > C2,Γ1(S

4) > C2,Γ1(S
2) > C1,Γ1(S

3) > C1, (31.13)

Из (31.12), (31.13) имеем

Γ1(S
1) + Γ1(S

4) =
v∑

i=1

ci

(
4∑

j=1

kij

)
> 2C2,

Γ1(S
2) + Γ1(S

3) =
v∑

i=1

ci

(
4∑

j=1

kij

)
> 2C1.

Получили противоречие. Таким образом, L{R} некорректно над множе-
ством регулярных задач, а значит, модель алгоритмов вычисления оце-
нок неполна. Теорема доказана.

31.3 Алгебра, порожденная выборкой S̃q

Выделим достаточные условия, при которых для произвольной выборки
S̃q в линейном замыкании L{A} найдется алгоритмы, корректный для
Z.Для этого осуществим некоторые вспомогательные построения.
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Пусть даны выборка S̃q = (S1, . . . , Sq), набор ε = (ε1, . . . , εn), опорное
множество Ω = {i1, . . . , ik},Ω↔ ω.

Определение 31.9. Объекты St и Sv, t, v = 1, 2, . . . , q, t 	= v, на-
зываются (i, ε)-эквивалентными относительно Ω, если B(ωSt, ωSi, ε) =
B(ωSt, ωSi, ε) = Pj(Si) и обозначаются St ∼ Sv(i, ε,Ω) или же St ∼
Sv(i, ε), если множество Ω заранее фиксировано.

Заметим, что данное бинарное отношение является отношением эк-
вивалентности только при фиксированных i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , n.

Определение 31.10. Пусть {Ω} - произвольная система опорных
множеств. Объекты St и Sv назовем (i, ε)-эквивалентными относительно
системы {Ω}, если существует множество Ω ∈ {πΩ}, для которого St ∼
Sv(i, ε,Ω).

Соответствующие классы (i, ε)- эквивалентности обозначим [Sv]iε, т.е.
[Sv]iε = {St | St ∈ S̃q, St ∼ Sv(i, ε,Ω)}.

Рассмотрим совокупность всех классов (i, ε)- эквивалентности отно-
сительно {Ω} для задачи Z(I0, S̃q):

R = {[S]iε | i = 1, 2, . . . ,m; ε = (ε1, . . . , εn), ε ∈ (R+ ∪ {−1})n}.
Утверждение. Для любого опорного множества Ω = {i1, . . . , ik} число

классов (i, ε)- эквивалентности не превосходит | R |≤ (q + 1)km.
Доказательство. Рассмотрим множества

Ri
v = {ρ(v, i, j) | j = 1, 2, . . . , q}, i = 1, 2, . . . ,m, v ∈ Ω. Оставим в каж-

дом из них только попарно различные элементы. В итоге для каждого
i получим k возрастающих последовательностей элементов из множеств
Ri

v:
ρ(it, i, vt1) < ρ(it, i, vt2) < . . . , ρ(iy, i, vtp1).

Обозначим и E i
it = {ρ(it, i, vij) | j = 1, 2, . . . , pt} ∪ {0}, t = 1, 2, . . . , k, и

пусть E i = E i
i1
× . . . × E i

ik
; тогда нетрудно видеть, что для всякого i =

1, 2, . . . ,m каждый класс (i, ε)- эквивалентности задается некоторым ε ∈
E i. При этом число таких классов не превосходит (p1+1)(p2+1) . . . (pk +
1)m ≤ (q + 1)km.

Всякому классу [S]iε поставим в соответствие множество M(i, ε) ин-
дексов объектов выборки S̃q, входящих в [S]iε. Для совокупности F0 =
{M(i, ε) | i = 1, 2, . . . ,m; ε = (ε1, . . . , εn); εj ∈ R+ ∪ {0}} рассмотрим
F ⊆ F0 всех попарно различных элементов из F0. Пусть {α̃(q)} - множе-
ство всех булевых векторов длины q. Зададим соответствие

ϕ : F → {α̃(q)} (31.14)
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такое, что для всякого множества M ∈ F,M = {i1, . . . , ip}, будет ϕ(M) =
(α1, . . . , αq), где αi = 1 тогда и только тогда, когда i ∈ M . Как следует
из (31.14), соответствие ϕ является взаимно однозначным отображением
F в {α̃(q)}.

Через G(S̃q) обозначим множество всех векторов {α | α = ϕ(M);M ∈
F}. Введем на {α̃(q)} два бинарных отношения: ≺ и ∝. Пусть α =
(α1, . . . , αq) и β = (β1, . . . , βq), α, β ∈ {α̃(q)}, тогда α ≺ β , если αi ≤ βi
для всех i = 1, 2, . . . , q; в противном случае будем писать α← ≺ β и α ∝ β,
если для всякого i = 1, 2, . . . , q либо αi 	= βi либо αi = βi = 0; в против-
ном случае α← ∝ β. Очевидно, отношение ∝ симметрично. Введенным
отношениям соответствуют две операции:

αΘβ =

{
(α1 − β1, . . . , αij − βij), если α ≺ β (31.15)

(0, . . . , 0), если α← ≺ β

α⊕ β =

{
(α1 + β1, . . . , αij + βij, если α ∝ β

(0, . . . , 0), если α← ∝ β

В результате множество G(S̃q) вместе с операциями (31.15) порожда-
ет алгебру, которую будем обозначать через

〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
и называть

алгеброй, порожденной выборкой S̃q относительно данной системы опор-
ных множеств {Ω} , где G0(S̃

q) - множество-носитель алгебры. Элементы
алгебры

〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
с единичной нормой назовем атомарными.

31.4 Корректность LA над множеством
эффективно отделимых задач

Рассмотрим множество алгоритмов {A4} и соответствующую ему систе-
му опорных множеств {Ω}.

Теорема 31.2 Для всякой выборки S̃q такой, что порожденная ею ал-
гебра

〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
относительно {Ω} содержит все атомарные эле-

менты {α̃(q)} , в линейном замыкании LA2{πΩ} существует алгоритм,
j-корректный для Z = Z(I0, S̃

q).

bf Доказательство. С этой целью построим список Ξ состоящий из пар
(α,R(α)) таких, что α - элемент алгебры

〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
, а R(α) - опе-
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ратор, поставленный ему в соответствие определенным образом. Осу-
ществим построение поэтапно, обозначив через {(α,R(α))}n множество
элементов, включенных в Ξ на n-м этапе, а множество соответствующих
ему первых и вторых компонент обозначим {α}n и {R(α)}n. В силу опре-
деления отображения (31.14), для каждого элемента α ∈ G(S̃q) прообраз
ϕ−1(α) является некоторым классом (i, ε)- эквивалентности [S]iε для соот-
ветствующего опорного множества Ω = {i1, . . . , ik},Ω ∈ {πΩ}, параметра
ε0 = (ε1, . . . , εn) и индекса i0 ∈ {1, 2, . . . ,m} .

Этап 1. Для всякого α ∈ G(S̃q) определим оператор R = R(p, γ, ε, x) с
опорным множеством Ω, R◦r(C) ∈ A2{πΩ}, и параметрами γ = (γ1, . . . , γm),
γi0 = Q · 2p−1, P = 2q − q; x = (1, 0), если Si0 ∈ K̃j, и x = (0, 1), если
Si0 ∈ C̃K̃j pr = (2P−1)−1k, r ∈ Ω; pr′ произвольны, r′ /∈ Ω ;γi = 1/(m−1)Q,
i = i0; ε = ε0. Тогда

{
(α,R(α)) | α ∈ G

(
S̃q

)}
= {α,R(α)}1.

Этап n. Пусть имеется часть списка, полученная до n-го этапа вклю-
чительно: {(α,R(α))}n = {(α,R(α))}1∪. . .∪{(α,R(α))}n , а также {α}n =
{α}1 ∪ . . . ∪ {α}n, {R(α)}n = {R(α)}1 ∪ . . . ∪ {R(α)}n.

Этап n+1. В множестве булевых векторов {α}n рассмотрим всевоз-
можные пары различных элементов (α1, β1) и (α2, β2), для которых α1 ≺
β1 и α + 2 ∝ β2. Вычислим γ = β1 � α1, δ = α2 ⊕ β2 . Выберем из
множества полученных векторов {γ} и {δ} векторы, не принадлежа-
щие {α}n, если такие имеются. Для вновь присоединенных векторов γ
и δ зададим операторы R(γ) = R(β1) − R(α1), R(δ) = R(β2) − R(α2) .
В результате получим новые множества {(γ,R(γ))} и {(δ, R(δ))}. Поло-
жим {(α,R(α))}n+1 = {(γ,R(γ))} ∪ {(δ, R(δ))}, а также {α}n+1 = {γ} ∪
{δ}, {R(α)}n+1 = {R(γ)} ∪ {R(δ)}. Описание построения списка Ξ закон-
чено.

Очевидно, если {(α,R(α))} = Ø для некоторого n, то {(α,R(α))}nn+1 =
Ø для всякого k ∈ N,N = {1, 2, , 3 . . .}

Докажем, что для всякого атомарного элемента α = (α1 . . . , αq), где
αi = 1 список Ξ содержит соответствующую пару (α,R(α)), у которой
для любого сколь угодно большого числа Q оценки оператора удовле-
творяют условиям

Γj(S
i) ≥ Q− 1/Q, | Γj(S

i′) |≤ 1/Q, (31.16)

i′ = 1, 2, . . . , i, i− 1, i+ 1, . . . , q

Замечание. Поскольку на каждом этапе происходит добавление не
менее одного ненулевого элемента алгебры

〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
, то, очевидно,
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число этапов заведомо не превосходит P = 2q − q, пока в списке Ξ не
будет получено множество {α}n, содержащее все атомарные элементы
из {α̃(q)} . При этом, как следует из построения Ξ всякий оператор R ∈
{R(α)}n, представляет собой алгебраическую сумму не более чем 2n−1

операторов, принадлежащих R(α)}1.
Докажем оценки (31.16) индукцией по числу этапов. Рассмотрим n =

1. Тогда, в силу определения этапа 1, для всякого t ∈ {i1, . . . , ik} оценка
St , данная оператором R(α) по лемме, доказанной в [14], удовлетворяет
неравенствам Q ≤ Γj(S

t) ≤ (2p−1)−1(Q·2p−1+1/Q), или Q ≤ Γj(S
t) ≤ Q+

(Q·2p−1)−1.В то же время 0 ≤ Γj(S
v) ≤ Q+(Q·2p−1)−1 для v 	∈ {i1, . . . , ik}.

Покажем, что для всякого элемента (β,R(β)) множества {(α,R(α))}n,
где β = (β1, . . . , βq), выполняются следующие свойства. Пусть βj1 , . . . , βjk-
все единичные компоненты β, тогда для всякого t ∈ {j1, . . . , jk} оценки
оператора R(β) имеют вид

| Γj(S
t)−Q |≤ (Q · 2P−n)−1 (31.17)

и для v 	∈ {j1, . . . , jk}

| Γj(S
v)−Q |≤ (Q · 2P−n)−1 (31.18)

Предположив, что оценки (31.17), (31.18) выполняются для n = τ ,
докажем их выполнимость для n = τ + 1.

По построению списка Ξ для всякого элемента

(γ,R(γ)) ∈ {(α,R(α))}τ+1

имеем либо γ = β�α,R(γ) = R(β)−R(α), α ≺ β, либо γ = β⊕α,R(γ) =
R(β) + R(α), α ∝ β. В обоих случаях α, β ∈ {α}n, R(α), R(β) ∈ {R(α)}n.
Доказательства этих случаев аналогичны, поэтому рассмотрим лишь
один из них, например первый.

Пусть A = {i1, . . . , ik}, E = {j1, . . . , ir} - множества всех единичных
компонент векторов γ и α соответственно. Тогда, по определению опе-
рации � вектор β имеет множество номеров всех единичных компонент
B = {i1, . . . , ik, j1, . . . , ir} причем E ∩ A = Ø. По индуктивному предпо-
ложению, оценки, доставляемые операторами R(β) и R(α) , а именно
Γβ
j (S

t),Γα
j (S

t), t ∈ E удовлетворяют условию (31.17), а Γβ
j (S

t),Γα
j (S

t′),
t ∈ B, v′ 	∈ E - условию (31.18) при n = τ . Поскольку число слагаемых в
алгебраической сумме операторов, равной R(γ), не более чем в два ра-
за превосходит число слагаемых подобных сумм для операторов R(β),
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R(α), то оценка оператора R(γ) имеет вид Γγ
j (S) = Γβ

j (S) − Γα
j и для

всякого w ∈ A
| Γγ

j (S
w)−Q |≤ 2(Q · 2P−τ )−1.

В случае w′ 	∈ A либо w′ 	∈ E либо w′ 	∈ B и, по (31.17), (31.18),

| Γj(S
w |≤ 2(Q · 2P−τ )−1.

Отсюда вытекает оценка (31.16). Таким образом, для всякого объекта
Si выборки S̃q в L{R2{πΩ}} существует оператор R(α) (где α - атомар-
ный элемент {α̃(q)} такой, что для его оценок

| Γj(S
i)−Q |≤ 1/Q, | Γj(S

i′)−Q |≤ 1/Q, i′ = 1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , q.

Посредством выбора достаточно большого Q любая классификация
S̃q реализуется подходящим оператором из L{R2{πΩ}}. Теорема доказа-
на.

Заметим, что число элементов

| {R(α)}1 |≤ min

[
(2n − 1)m

qn+1 − q

q − 1
, 2q − 1

]
.

Данная оценка вытекает из подсчета числа классов (i, ε)- эквивалент-
ности по всем системам {Ω} с использованием утверждения из п. 31.3.
Зафиксируем систему опорных множеств Ω.

Определение 31.11. Задачу Z = Z(I0, S̃
q) назовем эффективно от-

делимой, если алгебра U =
〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
, порождаемая выборкой S̃q

относительно {Ω} , содержит все атомарные элементы {α̃(q)}.
Пусть задано множество алгоритмов {A4} вместе с системой {A4}.

Тогда из леммы 31.1 и теоремы 31.2 вытекает
Следствие 31.1.Линейное замыкание L{A4} является j-корректным

над множеством эффективно отделимых задач.
Подобное утверждение имеет место, если вместо L{A4} рассматри-

вать L{A123},L{A3}, или L{A2} с соответствующими этим классам ал-
горитмов системами опорных множеств.

Все последующие рассуждения будут верны одновременно для лю-
бого из классов алгоритмов {A1}, {A2}, {A4}, {A123}, поэтому будем ис-
пользовать обозначение для класса без индексов: {A}. Пусть L ∈ N ,
обозначим

UL{A} =
{
A | A =

L∑
i=1

ciAi;Ai ∈ {A}, ci = const

}
.
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Как замечено при доказательстве теоремы 31.2, всякий оператор R(α)
из списка Ξ представляет собой алгебраическую сумму операторов R,
взятых с некоторыми коэффициентами, где R ∈ {R(α)}1. Следователь-
но, по замечанию к теореме 31.2, всякая классификация выборки S̃q ре-
ализуется оператором

R0 =
t∑

i=1

ciRi,

где Ri ∈ {R(α)}1 и t ≤ T = min[qm(2q)n, 2q]. Отсюда вытекает
Следствие 31.2. Класс алгоритмов UT{A} является j-корректным

над множеством эффективно отделимых задач.
Определение 31.12. Наибольшее число q, при котором существует

выборка S̃q такая, что все ее классификации реализуются операторами
R ∈ {R | R ◦ r(C) ∈ {A}}, называется емкостью класса алгоритмов
{A} , если такое q существует. В противном случае емкость считается
бесконечной.

Следствие 31.3. Емкость h класса алгоритмов UT{A} конечна.
Доказательство вытекает из теоремы 2, доказанной в [14] , и из опре-

деления класса UT{A}.
Следствие 31.3 гарантирует для всякой эффективно отделимой зада-

чи Z(I0, S̃
q) существование алгоритма, минимизирующего функционал

эмпирического риска по [14], т.е. процедуры, позволяющей с вероятно-
стью, близкой к единице, отыскать алгоритм в классе UT{A}, классифи-
цирующий с заданной степенью точности выборки S̃q.

Следствие 31.4. Емкость линейного замыкания L{A} является бес-
конечной.

bf Доказательство. Построим выборку сколь угодно большой длины в
некотором признаковом пространстве, у которой любая классификация
реализуется подходящим оператором из L{R}. Рассмотрим простран-
ство R - множество действительных чисел со стандартной метрикой
расстояния ρ. Пусть заданы начальная информация I0 = {S1, . . . , Sm}
и выборка S̃q с произвольной информационной матрицей ‖αij‖ такая,
что ρ(Sq, Si) > (Sq−1, Si) > . . . > (S1, Si) > 0 хотя бы для одного i =

1, 2, . . . ,m. Тогда алгебра U =
〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
содержит все атомарные

элементы из {α̃(q)} и задача Z(I0, S̃q) является эффективно отделимой
для класса {A} и, по следствию 31.2, L{A} корректно для Z(I0, S̃q) неза-
висимо от выбора ‖αij‖q×l.
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Достаточные условия, сформулированные в теореме 31.2, не являют-
ся необходимыми, что подтверждает

Теорема 31.3 Существуют не эффективно отделимые задачи, для ко-
торых линейное замыкание L{A} корректно.
bf Доказательство. Рассмотрим R3 - трехмерное евклидово пространство
с метрикой ρ такой, что если x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), x, y ∈ R3 , то

ρ(x, y) = max
i=1,2,3

| xi − y1 | .

Существует некоторое разбиение R3 на два класса: R3 = K1∪K2. Задана
задача Z = Z(I0, Z̃

4) , где I0 = 〈(S1, S2, S3);α(S1), α(S2), α(S3)〉 , α(S1) =
α(S2) = (1, 0), α(S3) = (0, 1), S̃4 = (S1, . . . , S4) удовлетворяют условиям

0 < ρ(S1, S1) = ρ(S2, S1) < ρ(S3, S1) = ρ(S4, S1),

0 < ρ(S1, S2) = ρ(S3, S2) < ρ(S2, S2) = ρ(S4, S2),

0 < ρ(S1, S3) = ρ(S4, S3) < ρ(S2, S3) = ρ(S3, S3).

Задача Z = Z(I0, Z̃
4), для которой выполняются эти условия, дей-

ствительно существует. Приведем примеры таких задач, различающиеся
значением действительного числа r > 0 , связывающего условия, приве-
денные ниже.

Пусть S1 = (a1, a2, a3), S2 = (b1, b2, b3), S3 = (c1, c2, c3), S4 = (d1, d2, d3),
S1 = (x1, x2, x3), S2 = (y1, y2, y3), S3 = (z1, z2, z3), где x1 = y1, c1 = b1,
c2 = d2, y1 − a1 = c1 − y1 = 6r, c1 − z1 = 10r, y1 − d1 = 3r, y2 − c2 =
a2 − y2 = 6.5r, b2 − z2 = z2 − c2 = 7r, x2 − c2 = 15r, d3 − y3 = y3 − b3 = 8r,
d3 − z3 = z3 − a3 = 7r, c3 − z3 = 2r, x3 − a3 = 3r.

Отсюда

ρ(S1, S1) =| a1 − x1 |=| x1 − b1 |= ρ(S2, S1) = 6r,
ρ(S3, S1) =| c2 − x2 |=| d2 − x2 |= ρ(S4, S1) = 15r,
ρ(S1, S2) =| a2 − y2 |=| c2 − y2 |= ρ(S3, S2) = 6r,
ρ(S2, S2) =| b3 − y3 |=| d3 − y3 |= ρ(S4, S2) = 8r,
ρ(S1, S3) =| a3 − z3 |=| d3 − z3 |= ρ(S4, S3) = 7r,
ρ(S2, S3) =| b1 − z1 |=| c1 − z1 |= ρ(S3, S3) = 10r,

Здесь мы имеем следующие классы - (i, ε)-эквивалентности:

K1 = {S1, S2}, K2 = {S1, S3}, K3 = {S1, S4}, K4 = {S1, S2, S3, S4}.
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Рассмотрим алгебру U =
〈
G0(S̃

q);⊕,�
〉
, она порождается элемента-

ми ϕ({1, 2}), ϕ({1, 3}), ϕ({1, 4}), ϕ({1, 2, 3, 4}), , где ϕ определено в (31.14).
Тогда множеством всех элементов U является

{(1, . . . , 1), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 2), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0)}.

Отсюда следует, что задача Z не эффективно отделима. Докажем, что
любая классификация S̃4, реализуется некоторым оператором из L{R}.
Для этой цели требуется доказать две леммы.

Определение 31.13. Допустимые объекты St и Sv назовем (J, k)-
изоморфными, если для некоторых i0, k0 будет ρ(k0, t, i0) = ρ(k0, v, i0).

Пусть задана произвольная выборка S̃q.

Теорема 31.4 Для всякой классификации (S̃1, S̃2) выборки S̃q такой,
что S̃1 является множеством всех (J, k)-изоморфных (попарно)объектов
из S̃q, в классе L{R1} существует оператор, реализующий (S̃1, S̃2).

bf Доказательство. Пусть дана классификация (S̃1, S̃2) выборки S̃q такая,
что S̃1 = (Si1 , . . . , Sip) - класс всех попарно (J, k)-изоморфных объектов
S̃q. Т. е. для некоторых i = i0 и k = k0 существует r ≥ 0 такое, что
ρ(k0, i1, i0) = . . . = ρ(k0, ip, i0) = r.

Обозначим r0 = max{ρ(k0, j, i0),−1 | j 	∈ {i1, . . . , ip}, ρ(k0, j, i0) < r}.
В качестве оператора, реализующего (S̃1, S̃2) , рассмотрим R = R2 −
R1, Ri ∈ {R1}, i = 1, 2, . . . , где Ri = R(γi, pi, εi, xi).

Параметры R1 : γ1i(0) = Q, γ1 = (γ11 , . . . , γ
1
m), p

1 = (p11, . . . , p
1
n), γ

1
i =

1/Q(m − 1), i = 1, 2, . . . , i0 − 1, i0 + 1, . . . ,m; p1k0 , p
1
k = 1/Q2(n − 1), k =

1, 2, . . . , k0 − 1, k0 + 1, . . . , n; ε1k0 = r0, x
1 = (1, 0) в случае Si0 ∈ K̃j; ε

1
k0

=

r, x1 = r0, x
1 = (0, 1) в случае Si0 ∈ CK̃j; в обоих случаях ε1k(k 	= k0)

произвольно.
Параметры R2 : γ2 = γ1, p2 = p1, ε1k0 = r0, x

2 = (0, 1) в случае Si0 ∈
K̃j; ε

2
k0

= r, x2 = (1, 0) в случае Si0 ∈ C̃Kj; εk(k 	= k0) произвольно. Как
следует из построения оператора R, его оценки удовлетворяют условиям

Q =
1

Q
− 1

Q3
≤ Γ(Sv) ≤ Q+

2

Q
, если v ∈ {i1, . . . , ip},

| Γ(Sv′) |≤ 1

Q
+

1

Q3
, если v′ 	∈ {i1, . . . , ip}.

Тогда оператор R реализует (S̃1, S̃2) при надлежащем выборе Q.
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Лемма 31.2 Для всякой выборки S̃q и любого i = 1, 2, . . . , q классифика-
ция ({Si}, S̃q\{Si} реализуется некоторым оператором из класса L{R1}.

bf Доказательство. Рассмотрим произвольное множество K состоящее
из (J, k)-изоморфных объектов, включающее Si, i = 1, 2, . . . , q. Если K =
{Si}, то доказательство вытекает из леммы 2. ПустьK = {Si, Sj1 , . . . , Sjχ)
; тогда, в силу условия регулярности задачи Z(I0, S̃q) , объекты из K по-
парно изоморфны относительно I0 и, следовательно, существует последо-
вательность пар индексов

(i1, k1), . . . , (iχ′ , kχ′), i1, . . . , iχ′ ∈ {1, 2, . . . ,m}, (31.19)

k1, . . . , kχ′ ∈ {1, 2, . . . , n} χ′ ≤ χ,

такая, что ρ(kt, it, jt) 	= ρ(kt, it, i), t = 1, 2, . . . , χ′.
Пусть (K)t = (K1, . . . , Kχ′) - последовательность множеств (J, k)- изо-

морфных объектов, соответствующих последовательности (31.19). Опре-
делим подпоследовательность (K)t следующим образом.

Шаг 1. Первый член K1 оставим без изменения. Исключим из (K)t
те элементы Kv, v = 2, 3, . . . , χ′, для которых Sjv ∈ K1 , если такие суще-
ствуют. В результате получим подпоследовательность последовательно-
сти (K)t:

K1, Kt11
, . . . , Kt1χ1

, χ1 ≤ χ′ − 1, 1 ≤ t11 ≤ . . . ≤ t1χ1 ≤ χ′.

Шаг p+ 1. Для полученной на p-м шаге последовательности

K1, Kt11
, . . . , Ktp1

, . . . , Ktpχp

исключим элементы Ktpj
, j = 1, 2, . . . , χp, у которых St ∈ Ktp1

,
t ∈ {tp2, . . . , tpχp

}, если такие существуют.
В конечном итоге получаем искомую подпоследовательность (K)′t =

(K1, Kt11
, . . . , Kts1

), где s ≤ χ ≤ −1. В силу построения (K)′t имеем Si 	=
K1 ∪Kt11

∪ . . . ∪Kts1
.

По лемме 31.2, найдется последовательность операторов R,R1, . . . , Rs

(выбранная способом, изложенным в доказательстве леммы 31.3), реали-
зующих, соответственно, классификации

(K1, S̃
q \K1), (Kt11

, S̃q \Kt11
), . . . , (Kts1

, S̃q \Kts1
).
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Тогда в качестве оператора R̂ , реализующего ({Si}, S̃q \ {Si}) выберем

R̂ = R−
s∑

v−1
Rv

Действительно, его оценки удовлетворяют неравенствам

Γ(Si) ≥ Q−
(
1

Q
+

1

Q3

)
(s+ 1).

| Γ(Sv) |≥
(
2

Q
+

1

Q3

)
(s+ 1), v 	= i, v = 1, 2, . . . , q.

Лемма 31.3 доказана.
Перейдем к доказательству теоремы. Все классификации выборки S̃4

, разбивающие ее на две равные по количеству элементов части, реали-
зуются операторами из L{R1} по лемме 31.2. Классификации ({Si}, S̃4 \
{Si}) реализуются в L{R1} по лемме 31.3. Таким образом, L{A} кор-
ректно для задачи Z(I0, S̃4). Теорема доказана.
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Глава 32

Нижние границы емкости
L-мерных алгебр алгоритмов
вычисления оценок

Для наиболее употребительных признаковых пространств получены по-
линомиальные нижние оценки емкости алгебры вычислимых операций
над классом алгоритмов вычисления оценок. Как следует из установлен-
ных ранее автором верхних оценок, приводимые оценки асимптотически
не улучшаемы.

Сохраним терминологию, принятую в [14]. В работе [14] получены
верхние оценки емкости модели алгоритмовMG

ΔMi
[(M̂G1)F ] ≤ [1 + εi(n,m,L)]�i (n,m,L). (32.1)

гдеM1 = R(n),M2 - произвольное пространство, εi(n,m,L)→ 0, n,m,
L→∞, θ1(n,m,L) = (2mL)n, θ2(n,m,L) = (L+ 1)mn.

Естественным образом возникает вопрос о построении нижних оце-
нок для ΔM i [(M̂)F ] достаточно близких к границе (32.1), в частности:
является ли достижимой граница θi(n,m,L).

Поставим задачу - показать, что θi(n,m,L) - нижняя граница ем-
кости модели ULU{M} , если U = U0 - алгебра вычислимых операций
U0 =< R; {f} > , содержащая в качестве главных операции сложения,
умножения и вычитания:{f} ⊃ {+,−,×}.
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32.1 Максимальный индекс системы событий
Пусть ∧ = ∧(M̃) - пространство параметров, задающих алгоритм модели
M, и C1Mq [A] - классификация выборки S̃q в пространстве M реализу-
емая алгоритмом A. Обозначим

C1M(M̃ q,∧) = {C1Mq [A] | A ∈ M̃}.

Всякий решающий алгоритм A ∈ MG может быть рассмотрен, как
функция двух аргументов: A = A(S, α), где α ∈ ∧, S ∈M , т.е.

A :M × ∧̃ → {0, 1,Δ}.

Тогда будем говорить, что модель M̃ индуцирует систему событий T(∧)
, если

T(∧) = {Tα | α ∈ ∧̃}, Tα = Tα[M̃] = {(S, J) | A(S, α) = J,A ∈ M̃}.

Индексом системы событий T(∧) назовем число элементов множества
классификаций C1M(S̃q,∧) :

IndTM (S̃q) =| C1M(S̃q,∧) | .

Положим M̃ = UL,U
F0
{M1} ≡ {M̃1}0 и F0 = FU0 ,и пусть MZ,L

F,1 (A) =
(Ã)F,1 есть ZF - подмодель модели (M̃1)0 ; тогда верна

Теорема 32.1 Если все объекты выборки S̃q в задаче Z(Im, S̃q) име-
ют попарно различные спектры близости относительно ZF подмодели
(A)F,1 , то

IndM
T0
(S̃q) = 2q. (32.2)

Доказательство. Покажем, что любая классификация выборки S̃q

реализуется некоторым алгоритмом из (M̂1)0.
Пусть задан вектор-алгоритм A = (A1, . . . , AL) , порождающий ZF -

подмодель (Ã)F ,1
, где Aj = A(εj), εj = (εj1, . . . , ε

j
n), ε

j = Rn
+ , и для всякой

пары объектов St, St ∈ S̃q

GZ,L,t
M,U (B) 	= GZ,L,t′

M,U (B), B = F (B1, . . . , BL), F ≡ F0,

т.е. существуют j0 ∈ {1, 2, . . . , L}, k0 ∈ {1, 2, . . . , n}, i0 ∈ {1, 2, . . . ,m},
такие, что

Gt
i0k0

(j0) 	= Gt′
i0k0

(j0). (32.3)
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Определим последовательность из L операторов B̃1, . . . , B̃L с пара-
метрами γ̃j, ρ̃j, ε̃j, x̃j, j = 1, 2, . . . , L, B̃j ∈ R1:

ρj = (ρj1, . . . , ρ
j
n), ρ

j
i = 1/2i, i = 1, 2, . . . , n,

γj = (γj1, . . . , γ
j
m), γ

j
v = 1/2(v−1)jn, v = 1, 2, . . . ,m,

xj = (1, 1), ε̃j = εj.

Докажем, что оценки всех объектов St ∈ S̃q , доставляемые операто-
ром

B̃ =
L∑

j=1

B̃j,

попарно различны, т. е. для всякой пары t, t′ ∈ {1, 2, . . . , q} будет (Γtj, B̃) 	=
(Γt′j, B̃). Действительно

(Γtj, B̃j) =

∥∥∥∥∥∥∥
Gt
11(j) . . . Gt

1m(j)

. . . . . . . . .
Gt
n1(j) . . . Gt

nm(j)

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
γj1
. . .
γjm

∥∥∥∥∥∥∥ (ρ
j
1, . . . , ρ

j
n) =

=
m∑
v=1

γjv
[
ρj1Gt

v1(j) + . . .+ ρjnGt
vn(j)

]
=

=
m∑
v=1

(
1

2

)(j−1)mn+(v−1)n [ n∑
i=1

(
1

2

)i

Gt
vi(j)

]

Следовательно,

(Γtj, B̃j) =

=

{
n∑

i=1

1

2
Gt
1i(1) +

n∑
i=1

[
1

2
Gt
2i(1)

]i+1

+ . . .+
n∑

i=1

[
1

2
Gt
mi(1)

]i+(m−1)n}
+

. . .+

{
n∑

i=1

[
1

2
Gt
1i

]i+(L−1)mn

+ · · ·+
n∑

i=1

[
1

2
Gt
mi

]1+n(m−1)+(L−1)mn
}
.

В двоичной записи получаем величину оценки

(Γtj, B̃) = 0,Gt
1(1) . . .Gt

m(1) . . .Gt
1(j) . . .Gt

m(j) . . .Gt
1(L) . . .Gt

m(L),
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где Gt
v(j) = (Gt

v1(j) . . .Gt
vn), j = 1, 2, . . . , L, v = 1, 2, . . . ,m, t = 1, 2, . . . , q.

Так как выполняется неравенство (32.3), то (Γt′j, B̃) 	= Γtj, B̃), по-
скольку в двоичной записи этих величин, где

(Γtj, B̃j) = 0,Gt′
1 (1) . . .Gt′

m(1) . . .Gt′
1 (j) . . .Gt′

m(j) . . .Gt′
1 (L) . . .Gt′

m(L)

i0k0j0-разряды не совпадают.
Пусть дана произвольная классификация (S̃q;n1, . . . , nd выборки S̃q)

, определяемая из условий: объекты Snj ∈ Kj, S
υ ∈ CKj, υ 	= nj, j =

1, 2, . . . , d.
Рассмотрим многочлен

Fb1...bd(x) =
∏

t �∈(n1,...,nd)

t∈(1,2,...,q)

(x− bt), где bt = (ΓijB̃).

Нетрудно видеть, что

C1S
q

R(n)[Â] = (S̃q;n1, . . . , nd), Â = B̂ ◦ C, B̂ = DF 2
b1...bd

(
L∑

r=1

Br),

D =
C2

D1

, D1 =

q∏
i,j=1
i �=j

(bi − bj)
2.

Действительно, в случае t0 	∈ {n1, . . . , nd}

(Γt0j, B̃) = bt0 , (Γt0j, F
2
b1...bd

(B̃)) =
∏

t∈(n1...nd)

(bt0 − bt)
2 = 0.

Отсюда (Γt0j, B̃) = 0. В случае t0 ∈ {n1, . . . , nd} (Γt0j, F
2
b1...bd

(B̃)) > 0,
отсюда

(Γt0j, B̃) =
C2

D1

∏
t∈(n1...nd)

(bt0 − bt)
2 = C2[

q∏
i,j=1
i �=j

(bi − bj)
2]−1

∏
t∈(n1...nd)

(bt0 − bt)
2.

Но

[

q∏
i,j=1
i�=j

(bt − bj)
2]−1

∏
t∈(n1,...,nd)

(bi − bj)
2 = [

∏
j∈(n1,...,nd

i�=j,t0

(bi − bj)
2]−1 > 1.

Следовательно, (Γt0j, B̃) > C2. Так как Â ∈ (M̃1)0 , то получаем .
Теорема доказана.
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32.2 Нижняя граница емкости алгебры алго-
ритмов в пространстве M0

Рассмотрим признаковое пространство M0 =M0
1 × . . .×M0

n :

M0
v =< Rm, ρv >, v = 1, 2, . . . , n, ρv(x, y) = max

1≤i≤m
| xi − yi | .

Теорема 32.2 Емкость модели алгоритмов (M̃1)0 в пространстве M0

ограничена снизу.
ΔM0 [(M̃1)0] ≥ (L+ 1)mn.

Лемма 32.1 Существуют регулярная задача Z = Z(Im, S̃
q) с длиной

выборки q = (L+ 1)mn и вектор-алгоритм A ∈ML
1 , такие, что любые

два объекта St, St′ ∈ S̃q, t 	= t′ , имеют в пространстве M0 различные
спектры близости относительно ZF-подмодели RZ,L

U0 (B) ≡ (B̂)U0, где
B = F (B1, . . . , BL):

GZ,L,t
M0U0(B) 	= GZ,L,t′

M0U0(B).

Доказательство. Осуществим построение выборок S̃m и S̃q следующим
образом:

Svk = (akv1, . . . , a
k
vm), akvv = 1 +

L

L+ 1
,

akvi = 0, i 	= v, v, i = 1, 2, . . . ,m.

Sk
r1...rm

= (
L− r1
L+ 1

,
L− r2
L+ 1

, . . . ,
L− rm
L+ 1

),

1 ≤ ri ≤ L+ 1, i = 1, 2, . . . ,m, ri ∈ N.
Пусть задано множество всех таких элементов

N = {Sk
r1...rm

| 1 ≤ r1 ≤ L+ 1, r1 ∈ N}.

Занумеруем натуральными числами от 1 до (L + 1)mn все объекты
вида

S1,n
r1...rm

= (S1
r11 ...r

1
m
, . . . , Sn

rn1 ...r
n
m
), (32.4)

где Sk
rk1 ...r

k
m
∈ N для всякого k = 1, 2, . . . , n.

Полученная последовательность объектов образует искомую выборку
S̃q = (S1, . . . , S(L+1)mn).

328



Порядок нумерации объектов (32.4) здесь несуществен. Далее пусть
Sv = (Sv1, . . . , Svn), v = 1, 2, . . . ,m. Информационные векторы α(Sv) про-
извольны. Построение Z(Im, S̃q) закончено.

Вектор-алгоритмA = (A1, . . . , AL) определяется следующим образом:

Aj = A(γj, ρj, εj, xj), xj = (1, 1), εj = (εj1, . . . , ε
j
n),

γj, ρj произвольны,

εjk = 1
L

L+ 1
, εL−1k = 1 +

L− 1

L+ 1
, . . . , ε1k = 1 + (L+ 1)−1.

Рассмотрим произвольную пару объектов

St = S1,n

υk
1 ...υ

k
m
, St = S1,n

wk
1 ...w

k
m
.

Поскольку St 	= St′ , то существует индекс k ∈ {1, 2, . . . , n} такой, что
Sk
υk
1 ...υ

k
m
	= Sk

wk
1 ...w

k
m
.

Отсюда хотя бы для одного υ = 1, 2, . . . ,m будет υkυ 	= wk
υ. Пусть для

определенности υkυ > wk
υ. Тогда, по построению задачи Z(Im, S̃q),

ρ(Svk, S
k
wk

1 ...r
k
m
) = 1 +

wk
v

L+ 1
< ρ(Svk, S

k
υk
1 ...υ

k
m
) = 1 +

υkv
L+ 1

.

Рассмотрим функцию H̃k
ji(x) = ρk(Sik, x)− εjk. Тогда

H̃k
wvv(S

k
wk

1 ...w
k
m
) = 0,

и

H̃k
wvv(S

k
υk
1 ...υ

k
m
) = (1 +

υkv
L+ 1

)− (1 +
wk

v

L+ 1
) =

υkv − wk
v

L+ 1
> 0,

Отсюда

Gt′
vk(wk) = Sg1−α(H̃k

wvv(S
k
wk

1 ...w
k
m
)) 	= Sg1−α(H̃k

wvv(S
k
υk
1 ...υ

k
m
)) = Gt

vk(v)

где α = Pi. Лемма доказана.
Так как спектры близости объектов выборки S̃q попарно различны,

то, по теореме 32.1, индекс системы событий IndM0

T 0 (S̃q) = 2q. Таким об-
разом, получаем

ΔM0 [(M̃1)0] ≥ ΔM0 [B̂)U0 ] ≥ q − (L+ 1)mn.

Теорема доказана.
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32.3 Емкость алгебры алгоритмов в простран-
стве R(n)

Теорема 32.3 Емкость модели алгоритмов (M̃1)0 в пространстве при-
знаков M = R(n) ограничена снизу:

ΔM0 [(M̃1)0] ≥ (2mL)n.

Для доказательства теоремы 32.3 осуществим построение регулярной
задачи Z(Im, S̃δ) и соответствующей ZF -подмодели, емкость которой в
точности равна величине (2mL)n (лемма 32.3).

Как следует из теоремы 32.1, для этого достаточно показать, что все
объекты рабочей выборки S̃δ задачи Z имеют попарно различные спек-
тры близости. Этот факт будет получен в лемме 32.4, и доказательство
его опирается на ряд свойств (леммы 32.5 и 32.6) функций Hk

iv(x), вве-
денных в [1 ].

Лемма 32.2 Существует регулярная задача Z = Z(Im, S
δ) , где δ =

(2mL)n, и ZF- подмодельMZ,L
U0 (A) ≡ (Â)M , такие, что

ΔR(n)[(ÂU0 ] = (2mL)n.

Доказательство. Осуществим построение Z и вектор алгоритма A :
S̃m = (S1, . . . , Sm), где Si, = (ai1, . . . , ain); A = (A1, . . . , A1) и Aj =
A(γj, ρj, εj, xj), где γj, ρj произвольные, xj = (1, 1), εj = (εj1, . . . , ε

j
n), j =

1, 2, . . . , L.
Пусть задана константа b = 1 . Тогда aik = i+m, εjk = m+ j/(L+ 1).

Очевидно, ε1k > amk−a1k и a1k− εLk > 0 для всякого k = 1, 2, . . . , n. В силу
построения, a1k < . . . < amk и ε1k < . . . < εLk .

Прежде чем построить выборку S̃δ , определим последовательность

S1k, . . . , S(2mL+1)k (32.5)

действительных чисел, удовлетворяющую следующим условиям. Пусть
q = 2mL+ 1.

3m+ L/(L+ 1) < Sqk,

3m+ (L− 1)/(L+ 1) < S(q−1)k < 3m+ L/(L+ 1),
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............................................................................

3m+1/(L+1) < S(q−L+1)k < 3m+2/(L+1);

3m−i+1+L/(L+1) < S[τ(i)+1])k < 3m−i+2+1/(L+1), (32.6)

............................................................................

3m− i+ 1 + 1/(L+ 1) < S[τ(i)+1]k < 3m− i+ 1 + 2/(L+ 1),

τ(i) = q−iL, i = 1, 2, . . . ,m,m−1/(L+1) < Sτ(m)k < 3m+1/(L+1);

m−i−2/(L+1)−1 < S[τ(i+m−1)−1]k < m−i−1/(L+1)−1;

............................................................................

m−1−2−1/(L+1)−1 < S[τ(i+m−1)−L]k < m−i−1−L/(L+1);

1− 2/(L+ 1)− 1 < S[τ(2m−1)−1]k < 1− 1/(L+ 1),

............................................................................

0 < Sτ(2m)k < 1− L/(L+ 1).

Тогда выборка S̃δ определяется следующим образом:

S̃δ = {S | S = (Sυ11, . . . , Sυnn ∈ W v
υv},

где υv ∈ {1, 2, . . . , 2m+1} \ {m+1}, υ = 1, 2, . . . , n. Нетрудно видеть, что
| S̃δ |= (2mL)n.

В определении S̃δ отсутствует элемент Sτ(m)k . Введение его в после-
довательность (32.5) необходимо для симметрии в обозначениях.

Последовательность неравенств (32.6) разделена на системы. Каждой
такой системе поставим в соответствие семейство элементов последова-
тельности (32.5). Введем обозначения для каждого из семейств:

W k
1 = {Sqk, . . . , S(q−L+1)k},

W k
i = {S[τ(i)+L]k, . . . , S[τ(i)+1]k},W k

m+1 = {Sτ(m)k},
..............................................................................

W k
m+i+1 = {S[τ(i+m−1)−1]k, . . . , Sτ(i+m)k},

..............................................................................

W k
2m+1 = {S[ι(2m−1)−1]k, . . . , Sι(2m)k}.
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Рассмотрим функции Hk
jv(x), определенные в [14]:

Hk
jγ(x) =| aψk(i)k − x | −εφk(j)

k ;

при этом будем рассматривать тождественные перестановки ψk(i) = i,
φk(j) = j, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , L для всякого k = 1, 2, . . . , n.

Лемма 32.3 Все объекты выборки S̃δ имеют попарно различные спек-
тры близости относительно ZF- подмодели (Ã)R(n).

Докажем, что для всяких наборов
(υ1, . . . , υn), (w1, . . . , wn), St = (Sυ11, . . . , Sυnn) 	= (Sw11, . . . , Swnn) = St′

выполняется
GZ,L,t
R(n),U0(A) 	= GZ,L,t′

R(n),U0(A).

Так как (υ1, . . . , υn) 	= (w1, . . . , wn), , то существует k ∈ {1, 2, . . . , n},
υk 	= wk и по построению Sυkk 	= Swkk . Достаточно показать, что найдутся
j = 1, 2, . . . , L и v = 1, 2, . . . , n, такие, что

Gt
vk(j) 	= Gt′

vk(j). (32.7)

Для краткости положим υk = υ, wk = w, w = v + r, r > 0. Для
доказательства (32.7) необходимо рассмотреть несколько случаев. Пред-
варительно сформулируем вспомогательную лемму.

Лемма 32.4 Если Hk
jv(Sυk)H

k
jυ(S(υ+r)k) < 0 для некоторых v = 1, 2, . . . ,m,

j = 1, 2, . . . , L, то верно (33).

Доказательство. Пусть Hk
jv(Sυk) > 0 и Hk

jv(S(υ+r)k) < 0. Тогда

@vkt(j) = Sq1−α(Hk
jv(Sυk)) 	= Sq1−α(Hk

jv(S(υ+r)k))@vkt
′ (j),

где α = Pv. Аналогично - в случае Hk
jv(Sυk) < 0, Hk

jv(Swk) > 0. Лемма
32.4 доказана.

Случай 1. Sυk, Swk ∈ W k
i , i ∈ {1, 2, . . . , 2m + 1} \ {m + 1}. При i ∈

{1, 2, . . . ,m} либо

aτk + εjk < Sυk < aτk + εj+1
k , τ = m− i+ 1,

...........................................

aτk + εj−rk < S(υ+r)k < aτk + εj−r+1
k , j = r + 1, . . . , L− 1,
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либо

aτk + εLk < Sυk < a(τ+1)k + εL−rk , aτk + εL−rk < aτk + εL−r+1
k

и, следовательно

Hk
jτ (Sυk) > 0, Hk

jτ (S(υ+r)k) < 0 и HLτ (Sυk) > 0, Hk
Lτ (S(υ+r)k) < 0

Осталось применить лемму 32.4.
Если i ∈ {m+ 2, . . . , 2m+ 1} - то доказательство аналогично.
Сформулируем свойства функции Hk

jv(x).

Лемма 32.5 Пусть i ∈ {1, 2, . . . ,m}, Sυk ∈ W k
t . Если для некоторого

j0 имеем Hk
j0v

(Sυk) < 0, v = 1, 2, . . . ,m − 1, или H1(v+1)(Sυk) < 0, то
Hk

j(v+1)(Sυk) < 0 для всякого j = 1, 2, . . . , L; если Hk
j0v

(Sυk) > 0 , то
Hk

j(v−1)(Sυk) > 0, v = 2, 3, . . . ,m.
2. Пусть Swk ∈ W k

m+i+1. Если для некоторого j0 имеем Hk
j0v

(Swk) > 0,
то Hk

j(v+1) > 0, v = 1, 2, . . . ,m − 1, j = 1, 2, . . . , L; если Hk
j0v

(Swk) < 0,
v = 2, 3, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , L, или Hk

1(v−1)(Swk) < 0 , то Hk
j(v−1) < 0.

Доказательство. 1. Пусть Sυk ∈ W k
t , Hk

1(v+1)(Sυk) < 0 тогда и только то-
гда, когда | a(v+1)k−Sυk | −ε1k < 0. Но a(v+1)k > avk, ε1k < εjk, j = 1, 2, . . . , L.
Поэтому Hk

j(v+1)(Sυk) ≤| a(v+1)k − Sυk | −ε1k < 0, и если Hk
j0v

(Sυk) < 0, то
| avk − Sυk | −εj0k < 0. Кроме того, | a(v+1)k − Sυk |<| avk − Sυk |, поэтому,
в силу определения εjk, H

k
j(v+1)(Sυk) < 0, j = 1, 2, . . . , L.

Пусть Hj0v(Sυk) > 0, что равносильно | avk − Sυk | −εj0k > 0; тогда
Hk

j(v−1)(Sυk) >| avk − Sυk | −εj0k > 0, j = 1, 2, . . . , L.
2.Пусть Swk ∈ Wm+i+1. Если Hk

j0v
(Swk) > 0, то Hk

j(v+1)(Swk) >| avk −
Swk | −εj0k > 0, j = 1, 2, . . . , L. Если Hk

j0v
(Swk) < 0, то | a(v−1)k − Swk |<|

avk − Swk |, Hk
j(v−1)(Swk) <| avk − Swk | −εj0k < 0.

Случай Hk
1(v−1)(Swk < 0 рассматривается аналогично. Лемма 32.5 до-

казана.
Случай 2. Sυk ∈ W k

i1
, Swk ∈ W k

i2
причем один из индексов больше

другого. Без ограничения общности положим i2 > i1.
При i1, i2 ∈ {1, 2, . . . ,m} по построению семейства объектовW k

t имеем
Hk

1(m−i1+1)(Sυk) > 0 и для всякого υ′ такого, что Sυ′ ∈ W k
i1+1, выполняется

Hk
1(m−i1)(Sυ′k) < 0. Но i2 ≥ i1+1 , и тем более Hk

1(m−i2+1)(Swk) < 0 ,гдеm−
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i2+1 < m− i1+1, следовательно, по свойству 1 леммы 32.6, выполняется
Hk

1(m−i1+1)(Swk) < 0.
При i1, i2 ∈ {m+2, . . . , 2m+1}, i1 = m+i1+1, i2 = m+i2+1, i2 > i1 по

определению семейств Wm+i+1 и построению последовательности (32.5)
имеем Hk

jv(Sυk) =| avk − Sυk | −ε1k < 0, v = m − i1. В то же время
Hk

1v1
(Swk =| av1k − Swk | −ε1k > 0, v1 = m − i2 + 1. Но v1 ≤ m − i1 и, по

свойству 2 леммы 32.5, Hk
1v)(Swk) > 0.

Теперь в обоих подслучаях для завершения доказательства осталось
применить лемму 32.4.

Случай 3. Swk, Sυk ∈ W k
1 , где i ∈ {m+ 2, . . . , 2m+ 1}.

Тогда либо

avk − εj+1
k < Sυk < avk − εjk, avk − εj+r+1

k < Swk < avk − εj+r
k

1 ≤ j ≤ L− r − 1, v = m− i+ 1,

либо

avk − εL−r+1
k < Sυk < avk − εL−rk , a(v−1)k − ε1k < Swk < avk − εLk

Отсюда в первом подслучае Hk
(j+r)v(Swk) > 0, Hk

(j+r)v(Sυk) < 0 , а во
втором подслучае Hk

Lv(Swk) > 0, Hk
Lv(Sυk) < 0.

По лемме 32.4,в первом Gt
vk(j+r) 	= Gt′

vk(j+r) , а во втором подслучае
Gt
vk(L) 	= Gt′

vk(L).
Случай 4. Sυk ∈ W k

i1
, Swk ∈ W k

i2
, i1 ∈ {1, 2, . . . ,m}, i2 ∈ {m+2, . . . , 2m+

1}, i2 = m+ i2 + 1.
Пусть i1 = i2 = i. Тогда, по определению семейств (32.6), для некото-

рых j, j′ ∈ {1, 2, . . . , L}

aτk + εjk < Sυk < aτk + εj+1
k , τ = m− j + 1

или
aτk + εLk < Sυk < a(τ+1)k + ε1k, aτk − εj

′+1
k < Swk < aτk − εj

′
k

или
a(τ−1)k − ε1k < Swk < aτk − εLk

и ,следовательно, Hk
jτ (Sυk) > 0, Hk

(j+1)τ)(Sυk) > 0, Hk
j′τ (Swk) < 0, Hk

(j′+1)τ

(Swk) < 0, или

Hk
1(τ+1)(Sυk) < 0 либо Hk

1(τ−1)(Swk) < 0. (32.8)
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Предположим следующее
а) τ > 1 , тогда, по лемме 5 и согласно неравенствам (32.8),

Hk
j(m−i)(Sυk) < 0, Hk

j′(m−i)(Swk) > 0;

б) τ = 1 , тогда

Hk
j(τ+1)(Sυk) < 0, Hk

j(τ+1)(Swk) > 0.

По лемме 32.4, для а) имеем Gt
(τ−1)k(j) = Gt′

(τ−1)k(j), а для б) будет

Gt
(τ+1)k(j) 	= Gt′

(τ+1)k(j) (32.9)

Пусть i1 	= i2 и i2 > i1. Тогда, аналогично предыдущему, имеем либо
Hk

(j+1)τ (Sυk) < 0, Hk
1(τ+1)(Sυk) < 0.

Обозначим v = m−i2+1 ,тогда либоHk
j′v(Swk) > 0, либоHk

Lv(Swk) > 0.
Но v < τ , и, используя лемму 32.5, получаем Hk

jv(Swk) > 0 , и тем более
Hk

1(v+1)(Swk) > 0.

По лемме 32.4, верно (32.7) или (32.8). Случай i2 < i1, рассматрива-
ется аналогично. Лемма 32.3 доказана.

Перейдем к доказательству теоремы 32.3.
Поскольку в пространстве R(n) все объекты выборки S̃q имеют по-

парно различные спектры близости, то индекс системы событий T0 =
T [(A)U0 ]

Ind
R(n)

T 0 (S̃q) = 2q

и, значит
ΔR(n)[M̂1)− 0] ≥ q = (2mL)n.

Теорема доказана.
Из теорем 32.2 и 32.3 и результатов [14] вытекает
Следствие. Для любых m,n, L ∈ N

(2mL)n ≤ ΔR(n)[M̂
1

G)0] ≤ [1 + ε1(m,n, L)](2mL)
n,

(L+ 1)mn ≤ ΔM0 [M̂1

G)0] ≤ [1 + ε2(m,n, L)](L+ 1)mn,

где εi(m,n, L)→ 0, i = 1, 2,m, n, L→∞.
Таким образом, величины (2mL)n и (L + 1)mn с точностью до беско-

нечно малой оценивают емкость модели (M1)0 в пространствах R(n) и
M0.
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Отсюда, в частности, следует, что θi(m,n, L) - ее точная асимптоти-
ческая нижняя граница.

Применяя [14] , получаем оценку длины выборки, достаточной для
обучения с надежностью 1 − η . Так, например, для детерминистского
случая и пространства R(n) верна.

Теорема 32.4 Для всякого η, 0 < η < 1 , с вероятностью 1− η часто-
ты ошибок распознающего алгоритма A ∈ (M̂1

G)0 на обучающей S̃q , и
рабочей S̃q выборках различаются меньше чем на δ , если длина выборки
q удовлетворяет условию

q ≥ 4

δ
(1 + ε1)(2mL)

n[1− ln
δ

4
− ln

η

3
].

32.4 Емкость L-ограниченного линейного за-
мыкания модели M1.

Обозначим

LL{M} = {A | A =
L∑
i=1

ciAi, ci ∈ R, Ai ∈M}.

Поскольку модель LL{M} часто используется для решения различ-
ных практических задач при достаточно больших L исследуем емкость
LL{M} подробнее.

Оценка, полученная в следствии, может быть для модели LL{M1}
значительно усилена.

Теорема 32.5 Емкость L-ограниченного линейного замыкания модели
M1 в пространстве R(n) ограниченна:

([L/2] + 1)mn ≤ ΔR(n)[LL{M1}] ≤ mn(L+ 1) + 1.

Доказательство. Нижняя оценка легко может быть получена методом
построения операторов, изложенным в [14]. Докажем верхнюю оценку в
условии теоремы. Пусть заданы произвольный алгоритм

A ∈ LL{M1}, A = B ◦ C, C=C(C1, C2),
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и регулярная задача Z(Im, S̃q), тогда оценка объекта St ∈ S̃q может быть
вычислена по формуле

(Γij, B) =
L∑

j=1

cj

m∑
i=1

Pi=α

γji
∑
α=0,1

xjα

n∑
v=1

pjvSg
1−α(ρ(v, i, t)− εjv).

где Aj = A(γj, pj, εj, xj).
Введем обозначения aivj = cjγ

j
i p

j
vx

j
Pi
, ρt = (ρt11, . . . , ρ

t
mn), ρtvi = ρ(v, i, t),

x = (x11, . . . , xmn). Оператору B поставим в соответствие mn-местную
функцию

gB(x) =
L∑

j=1

1∑
α=0

m∑
i=1

Pi=α

n∑
v=1

aivjSg
1−α(xiv − εjv),

Очевидно, что gB(ρt) = (Γtj, B). Класс функций D = {gB(x) | B ∈
LL{R1}} может быть рассмотрен, как класс разделяющих алгоритмов в
пространстве Rmn: вектор ρt отнесен к классу Kj , если gB(ρt) > C2, и к
классу CKj , если gB(ρt) < C1 . Причем

ΔR(n)[D] = ΔR(n)[LL{M1}] = g0 < +∞.

Отсюда вытекает, что существует выборка S̃q0 , все классификации ко-
торой реализуются алгоритмами из LL{M1}.

Выборкам S̃q0 , S̃m в пространстве R(n) будет соответствовать вы-
борка ρ̃q0 = (ρ1, . . . , ρq0) в пространстве Rmn, которая делится на два
подмножества всеми возможными способами с помощью функций из D.

Рассмотрим другой класс функций размерности (L+ 1)mn:

D̃ =

{
g̃(x, y) | g̃ =

L∑
j=1

m∑
i=1

n∑
v=1

αivj(bivjyivj − xiv)

}
,

где aivj, bivj ∈ R, y = (y111, . . . , ymnL).
Выборке ρ̃q0 поставим в соответствие выборку элементов из R(L+1)mn:

ρ̃q0(Y1) = ((ρ1, Y1), . . . , (ρ
q0 , Y1)), Y1 = (1, . . . , 1), Y1 ∈ RmnL.

Класс D̃ является классом разделяющих функций относительно тех
же констант (C1, C2).

337



Докажем, что любая классификация выборки ρ̃q0(Y1) реализуется с
помощью подходящей функции из D̃.

Пусть задана некоторая подвыборка ρ̂(Y1) выборки ρ̃q0(Y1). Без огра-
ничения общности положим

ρ̂(Y1) = ((ρ1, Y1), . . . , (ρ
r, Y1)), 0 ≤ r ≤ q0.

В пространстве Rmn выборке ρ̂(Y1) будет соответствовать подвыборка
выборки ρ̃q0 : ρ = (ρ1, . . . , ρr). Тогда, по определению ρ̃q0 ,существует
gB ∈ D такая, что для всяких v, w, v ∈ {1, 2, . . . , r}, w ∈ {r + 1, . . . , g0}
будет gB(ρυ) > C2, gB(ρw) > C1, где

gB(ρt) =
L∑

j=1

1∑
α=0

∑
i=0

Pj(St)=α

n∑
v=1

aivjSg
1−α(ρtiv − εjv).

Введем обозначения D1 = {(i, v, j) | ρtiv−εjv ≤ 0}, D0 = {(i, v, j) | ρtiv−εjv >
0}. Положим для множества индексов G1 = {i | Pj(Si) = 1}

bivj =

{
aivj + 1, если (i, v, j) ∈ D1

aivj, если (i, v, j) ∈ D0

для множества индексов G1 = {i | Pj(Si) = 0}

bivj =

{
aivj + 1, если (i, v, j) ∈ D1

aivj, если (i, v, j) ∈ D0

В силу определения aivj, bivj, для всякой тройки чисел (i, v, j)

aivj(bivj − ρtiv) = aivjSg(ρ
t
iv − bivj).

Поэтому функция

g̃ ∈ D̃, g̃(x, y) =
L∑

j=1

m∑
i=1

n∑
v=1

aivj(bivjyivj − xiv),

удовлетворяет равенству g((ρt, Y1)) = g(ρt).
Таким образом, функция g относит все элементы выборки ρ̂(Y1), и

только их, к одному классу. Что и требовалось доказать.
Но емкость класса разделяющих функций D̃ не превосходит емкости

класса гиперплоскостей размерности (L + 1)mn равной, как известно,
(L+ 1)mn+ 1. Следовательно, g0 ≤ (L+ 1)mn+ 1. Теорема доказана.
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Глава 33

Оптимальные алгоритмы в
алгебраических замыканиях
операторов вычисления оценок

В работе [14] доказано, что емкость корректного класса алгоритмов
Uk{A} при k − q ln q над множеством регулярных задач имеет ограни-
ченный рост. Вместе с тем полученная оценка емкости оставалась доста-
точно высокой и этим объяснялись трудности в ее применении для по-
строения оптимального или близкого к нему по функционалу качества
алгоритма [14]. Целью настоящей заметки является понижение оценок
емкости корректных классов алгоритмов и длины обучающей выборки,
достаточной для построения алгоритма с заданным качеством ε.

Символами R и P будем обозначать операторы вычисления оценок с
системами опорных множеств Ω = {i | i = 1, 2, . . . , n} и Ω = {i1, i2, . . . , ik}
соответственно, а символом Q - операторы обоих типов ( n - размерность
признакового пространства M).

Рассмотрим произвольный операторный полином вида

F (Q1, Q2, . . . , QL̃) = c1Q
k1
1 · . . . ·Q

kτ1
τ1 +

+c2Q
kτ1+1
τ1+1 · . . . ·Q

kτ2
τ2 + . . .+ cpQ

kτp−1+1

τp−1+1 · . . . ·Q
kL̃
L̃
,

(33.1)

где

Q1 =

hi∑
j=1

Qj
i , i = 1, 2, . . . , L̃.
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Размерностью полинома F назовем набор

H = (τ1, τ2, . . . , τp;h1, h2, . . . hL̃), τp = L̃.

Пусть L =
L̃∑
i=1

h1 и Z = Z(I0, S̃
q) - произвольная регулярная задача.

Определение 33.1. Операторные полиномы F1 = F1(Q1, Q2, . . . , QL̃) и
F2 = F2(Q̂1, Q̂2, . . . , Q̂L̃) размерности H назовем L-эквивалентными, если
для всякого i = 1, 2, . . . , L̃

Q1 =

hi∑
j=1

Qj
i , Q̂1 =

hi∑
j=1

Qj
i , Qj

i
1
∼Q̂

j
i

(в смысле [14]), j = 1, 2, . . . , bi.
Очевидно, для всякого H класс F(H) операторных полиномов раз-

мерности H разбивается относительно задачи Z на непересекающиеся
классы L-эквивалентности.

Введем обозначения:

A(L) = {A | A = Q ◦ r(C), Q ∈ F(H)

и [F (Z,L)] - класс L-эквивалентности, порожденный операторным поли-
номом F вида (1). Как следует из [14], число таких классов не превосхо-
дит

χ[F (Z,L)] ≤ [3(mq + 1)n]L. (33.2)

Пусть M[F (Z,L)] = {Gt[F, L)] | t = 1, 2, . . . , q} - множество всех обоб-
щенных характеристических векторов (о.х.в. [14]) выборки допустимых

объектов S̃q и его мощность в пространстве M =
l⋃

j=1

Kj

μM [F (Z,L)] =| M[F (Z,L)] | .

Обозначим Uk{A1} (Uk{A}) алгебраическое замыкание алгоритмов
вычисления оценок степени k такое, что {A1)}, ({A}) - класс алгоритмов
A,A = R ◦ r(C) (A = Q ◦ r(C)); r(C) - решающее правило.

Пусть R - множество действительных чисел, ‖αij‖q×l - информацион-
ная матрица задачи Z. Тогда величину

V (Z) = max
1≤j≤t

| R(j) |, R(j) = {v | αvj = 1},

340



назовем весом задачи Z .
Для всяких i = 1, 2, . . . ,m, k = 1, 2, . . . , n определим последователь-

ность классов допустимых объектов из S̃q такую, что объекты St1 , St2 ∈
S̃q попадают в один класс, если ρ(k, i, t1) = ρ(k, i, t2) (ρ(k, i, t) определено.
В результате данная последовательность имеет вид

U1
ik, . . . , U

p(i,k)
ik , 1 ≤ p(i, k) ≤ q. (33.3)

Для всякого v = 1, 2, . . . , q определим

F = min{r | r =| U j
ik |, Sv ∈ U j

ik; i = 1, 2, . . . ,m; k = 1, 2, . . . , n}.

Величину F(Z) = max
1≤v≤q

Fv назовем степенью близости задачи Z. Оче-

видно, F(Z) ≤ q− 1 . Тогда существует натуральное N0 такое, что верна

Теорема 33.1 Для всякого i = 1, 2, . . . , l существует алгоритм Aj =
U q−1{A1} , корректный для Z по классу Kj и представимый в виде Aj =
Rj ◦ r(C) ,

Rj =
∑

v∈R(j)

Cvj
1

NJ v
0

Rj
v1
· . . . ·RvJ v

, (33.4)

где Cvj ∈ R, Rj
vi = Rj1

vi −Rj2
vi , R

j1
vi , R

j2
vi - операторы вычисления оценок.

Класс алгоритмов, корректный для всякой задачи Z ∈ Z по классу Kj

для j = 1, 2, . . . , l , назовем отделимо-корректным над Z .Через Zq(I0, δ)
обозначим класс регулярных задач Z(I0, S̃

δ) , вес которых ограничен
V (Z) ≤ q, 0 ≤ q ≤ δ.

Следствие 33.1. Класс алгоритмов (Uk{A1}) является отделимо-
корректным над Zq(I0, δ).

Теорема 33.1 является аналогом результатов [1,2], причем вместо клас-
са {A} рассматривается его сужение, для которого степень алгебраиче-
ского замыкания понижена до q − 1 .

Следствие 33.2. Оператор Rj из [14] принадлежит классу F(H) ,
где H = (τ1, τ2, . . . , τp;h1, h2, . . . hL̃), τ1 = q − 1, τ2 = . . . = τp = [q/2],
h1 = . . . = hL̃ = 2; L ≤ q2 + q.

Обозначим μ0 = max{d | d = μM [F (Z,L)],
⋃

x[F (Z,L)]

[F (Z,L)] = F(H)}.

С учетом (33.2) верна
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Теорема 33.2 Емкость класса A(L) ограничена:

ΔM{A(L)} ≤ min{q | q ≥ μ0(log2(x[F (Z,L)]) + 1) + 1}.

Отсюда вытекает
Следствие 33. 3. Емкость класса F(H) ограничена:

ΔM{A(L)} ≤ μ0

(
C +

(
1 +

log2(1 + log2C)

log2C

)
D log2C

)
,

где D = Ln, C = D(log2m+ log2 μ0 + 1) + 1.
Как следует из теоремы 33.2 и следствия 33.3, оценка емкости класса

A(L) может быть существенно понижена за счет более низкой оценки ве-
личины μM [F (Z,L)]. Такая оценка получена в следующем утверждении.

Пусть Lp- число операторов типа P в задании произвольного опера-
торного полинома (33.1), порождающего класс [F (Z,L)].

Теорема 33.3 Для произвольного признакового пространства M

μM [F (Z,L)] ≤ [(Lp + 1)(L− Lp + 1)]mn. (33.5)

В случае M = Rn , где Rn - декартово произведение метрическо-
го пространства 〈R, ρ(x, y)〉, ρ(x, y) =| x − y |оценка (5) может быть
значительно улучшена.

Теорема 33.4 Для произвольного класса эквивалентности [F (Z,L)]

μRn [F (Z,L)] ≤ [(Lpm+ 1)(L− Lp)m+ 1]n. (33.6)

Используя (33.5) , (33.6) , получаем оценку емкости A(L) .

Теорема 33.5 Верны неравенства:

a)ΔM{A(L)} ≤
([

L

2

]
+ 2

)2mn

[C1 + 2D log2C1],

C1 = D(log2m+ 2mn log2

([
L

2

]
+ 2

)
+ 1) + 1;

b)ΔRn{A(L)}(Lm+ 1)2n[C2 + 2D log2C2],

C2 = D(log2m+ 2n log2(Lm+ 1) + 1) + 1.

Обозначим Zq

F (I0, δ) = {Z | Z ∈ Zq(I0, δ), F(Z) ≤ F}.
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Теорема 33.6 Класс алгоритмов A(qF) отделимо корректен над мно-
жеством Zq

F (I0, δ) и его емкость ограничена сверху:

ΔRn{A(qF} ≤ (qFm+ 1)n[a+ 2b log2 a],

где b = nqF , a = b(log2m+ n log2(qFm+ 1) + 1) + 1.

Рассмотрим случайную и независимую выборку S̃2δ = (S̃δ, S̃
δ), где S̃δ

и S̃δ соответственно обучающая и контрольная подвыборки. Пусть Z1 =
Z1(I0, S̃δ) и Z2 = Z2(I0, S̃

δ) -регулярные задачи из множества Zq

F (I0, δ).
Тогда теорема 32.6 вместе с результатами [14] позволяет построить

алгоритм с заданным качеством для задач из множества Zq

F (I0, δ).

Теорема 33.7 Существует алгоритм A ∈ U q{A}, корректный для
Z1(I0, S̃δ) и такой, что для всяких η > 0, ε > 0 с вероятностью 1 − η
частота ошибок алгоритма A на контрольной выборке S̃δ v(A) ≤ ε ,
если

δ ≥ 4

ε
(qFm+ 1)n

(
1− ln

ε

4
− ln

η

3

)
(a+ 2b log2 a).

Рассмотрим следующую модификацию метода построения отделимо кор-
ректного класса алгоритмов для регулярных задач. Определим для вся-
кой пары натуральных чисел (v, k), 1 ≤ v ≤ k ≤ p(i, k) множество допу-
стимых объектов

Lr
v(i, k) =

⋃
v≤j≤r

U j
ik,

где U j
ik взяты из (33.3), которое назовем (i, k)-интервалом, и пусть S(R) =

{Sv | v ∈ R(j)}.
Определение 33.1. Покрытием множества Ŝ ⊂ S̃δ будем называть

всякую последовательность (i, k)-интервалов Lr1
v1
(i1, k1), . . . ,Lrw

vw(iw, kw) та-

кую, что Ŝ ⊂
( ⋃

1≤j≤w
Lrj

vj
(ij, kj)

)
и обозначить π(W, Ŝ).

Рассмотрим избыточное множество покрытия π(W, Ŝ).

Cπ(W, Ŝ) =

( ⋃
1≤j≤w

Lrj
vj
(ij, kj)

)
\ Ŝ

Пусть π1(W1, S(R)), π2(W2, S(R)), . . . , πΣ(WΣ, S(R)) - последователь-
ность всех покрытий множества S(R). Каждому ее элементу πj(Wj, S(R))
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будет соответствовать конечная последовательность покрытий избыточ-
ного множества Cπj = Cπj(Wj, S(R)):

π1j(W1j, Cπj), π2j(W2j, Cπj), . . . , πσj(Wσj , Cπj).

Для множества допустимых объектов

Ξ(x, j, S(R)) = S(R) ∩ πxj(Wxj, Cπj)

определим величину ξxj =| Ξ(x, j, S(R)) | . Пусть функция E(x, j) =
Wj +Wxj + ξxj достигает минимума в точке (x0, j0):

E(x0, j0) = min{E(x, j) | x = 1, 2, . . . , σ; j = 1, 2, . . . ,Σ}.

Тогда верна

Теорема 33.8 Для всяких η > 0, ε > 0 с вероятностью 1 − η каж-
дый алгоритм A ∈ A(Wj0 +Wx0j0)) вида (4), имеющий частоту ошибок
v′(A) ≤ ξx0j0 на обучающей выборке, будет иметь частоту ошибок на
контрольной выборке v′′(A) ≤ ξx0j0 + ε, если ее длина

σ ≥ 2

ε2
(2(Wj0 −Wx0j0)m+ 1)n ×

×
[(

1− ln
ε2

2

)(
C + 2D log2C + 1− 2 ln(η/5)

ε2

)]
,

где D = (Wj0 −Wx0j0)n, C = D(log2m+ n log2(Wj0 −Wx0j0)m+1)+ 1.
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